Ubungsbeispiele fiir die 1.Schularbeit (zweistiindig)
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Diese Beispiele sollen durch die fur das ersta (nsgesamt zwel) =ﬂ val ¥
Stochastikkapitel(n) relevanten Grundaufgaben fi@ndes Be- .
griffs "stetige Zufallsvariable", (Er-)Kennen uhdchweisen der
Eigenschaften von Dichtefunktionen stetiger Zs¥altiabler, Ar-

beiten mit stetigen Zufallsvariablen und Dichtéfiionen (Berech--
nen von Intervallwahrscheinlichkeiten, Erwartungsten und Vazz o
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rianzen sowie allgemeine Analysen), fihren, dieeluer ersten”
(und dann auch zweiten) Schularbeit (sowie sgageder Klau-
sur)in jedem Fallunter Beweis stellen wirst miissen, wobei (wie*
aus dem bisher Beschriebenen bereits deutlichongedt)
auch hier bereits auf Vernetzungen (insbesondeigchen
Integralrechnung und Stochastik) erhdéhter Weregelvird.

Dichtefunktion (Chi*2-Verteilung)

02

I'Ein bloRes+ Auswendiglernen der Beispiele ist sicher keine ausremhegd -
Vorbereltung da du deine erworbenen Kenntnisse thei Schularbeit auf Problemstel
lungen anzuwenden hast, die zwar nicht ganzlich aetig, aber zum Teil in der Form | .~
wie bei der Schularbeit gestellt in dieser Aufgalsammlung nicht enthalten sind! Ein
eigenstandiges Losen dieser Aufgaben (bis auf jetie,wir in diversen Schulibungen ~ ; ) 5 Y
gemeinsam bearbeiten werden) ist ei@solute Notwendigkeit fiiein angemessenes Ubungspgramm !!

S1) Schularbeitsbeispiel der 8B(G) vom 2. April 2009:
Die o-Regel fiir die Normalverteilung besagt bekanntlich, dass fiir eine normalverteilte
Zufallsvariable X mit dem Erwartungswert p und der Standardabweichung ¢ die Beziehung
P(X—1t|<c)=68,26% gilt. Betrachte nun im Folgenden die Zufallsvariable X mit dem Ereig-
nistraum Q=[0:5] und der Dichtefunktion ¢ mit der Funktionsgleichung o(x)= 1 - (sz = x3).

a) Weise nach. dass ¢ tarsachlich eine Dichtefunktion ist!
b) Berechne den Erwartungswert [t von X!

c¢) Ermittle die Standardabweichung ¢ von X und leite fiir X die entsprechende c-Regel her!

S2) Das Alter eines Windis (der nach tberstandener Mist-
kuibelversteckphase durchaus ein cooler Hund wird,
siehe Abbildung rechts!) kann als stetige Zufallsva-
riable X mit dem Ereignisraum Q=[0; 100] durch
die chhtefunktlon o mlt der Funktionsgleichung
(%) = 5055 -(x*~275x%+17500x) beschrieben werden.

a) Weise nach, dass ¢ tatsachlich Dichtefunk-
tion einer stetigen Zufallsvariable X ist!

b) Berechne die durchschnittliche
Lebensdauer u eines Windis!

c) Um wie viele Jahre () streut
X durchschnittlich um p?

d) Zeige, dass ziemlich genau die
o-Regel P(|X—u|<5)=63%] gilt!




S3) Schularbeitsbeispiel der 8C(Rg) vom 1. April 2009:

Eine stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisraum Q=[0:1] ist nach der Dichtefunktion ¢
mit der Funktionsgleichung )(p(x)=1092-x“-(x—1)2| verteilt und ergab sich nach
jahr(zehnt)elangen empirischen Untersuchungen tber das in Minuten gemessene verspatete
Emtreffen von Schiilern nach dem Léuten der Pausenglocke (Da die Schiiler aus der

Schule, in der diese Untersuchung durchgefiihrt wurde
aufgrund von 0 alle spétestens eine Minute nach dem
Lauten in der Klasse sind, handelte es sich demnach
nicht um die AHS Heustadelgasse!).

stetigen Zufallsvariable X ist und bestimme
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a) Zeige. dass ¢ in der Tat Dichtefunktion einer (/?L
den Erwartungswert E(X)=u. '\9

7
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b) Ermittle die Standardabweichung ¢ von X f ~
und berechne die in der Abbildung einge- // (o)

: e : ~ -
zeichnete Intervallwahrscheinlichkeit. — \\ xt

¢) Bei wie vielen von insgesamt 417 Schiilern (zwei benachbarte Klassen) sollte

daher dem Modell gemal die Verspatung um maximal ¢ von u abweichen?

d) Bei wie vielen von insgesamt 19 Schiilern einer Klasse sollte dem Mo-
dell gemidl die Verspatung nach oben um mehr als ¢ von p abweichen?

S4) Eine stetige Zufallsvariable X mit dem
Ereignisraum Qy=[0:1] 15t nach der
Dichtefunktion ¢ mit der Funktions-
gleichung |t1)( x)=140'x3-( l—x)’l verteilt e B N
und ergab sich nach jahr(zehnt)elangen . vl ¥ 1—‘

' @
o

empirischen Untersuchungen iiber die g Mo
Arbeitsdauer bei vierstiindigen schrift- - h
lichen Klausuren aus Russisch - .

nach Annahmebeginn (drei Stun- e - —
den nach dem eigentlichen Beginn). L H i

a)Zeige, dass ¢ in der Tat Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariable X 1st und bestimme den Erwartungswert E(X)=qu.

b)Ermittle die Standardabweichung ¢ von X und berechne die Intervallwahrscheinlichkeit P(IX—/<o).
Interpretiere das Ergebnis!

¢)Bei wie vielen von insgesamt 75 Teilnehmern (drei vom gleichen Prof. unterrichtete Parallel-
klassen!) sollte daher dem Modell gemiB die Arbeitsdauer um maximal ¢ von p abweichen?

S5) Klasse: 8A(G) 30. 1. 2013

1. Schularbeit (zweistiindig)

Nachtragstermin flllw ‘D Qteﬂ’ “
schutz ;
1. Sonja hat durch empirische Untersuchungen herausgefunden, dass jene Zeitdauer, die ein
Schiiler ihrer Schule in einer fiinfminiitigen Pause mit dem Regeln personlicher Angele-
genheite zubringt, als stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisraum 2 = [0;4] durch

die Dichtefunktion ¢ mit ‘folgender F‘unktionsgieichung‘ modelliert werden kann:

o) = 5oz - (28 — 92° + 202)

(a) Weise in allen Einzelheiten nach, dass ¢ in der Tat alle Eigenschaften einer Dichte-
funktion erfiillt!

(b) Ermittle die aus Sonjas Modell resultierende durchschnittliche Gesprachszeit g auf
Sekunden genan.

(¢c) Berechne die Standardabweichung ¢ von X auf Sekunden genau!

(d) Die fiinften Klassen bestehen aus insgesamt 81 Schiilern. Bei wie vielen dieser Schiiler
sollte gemafl Sonjas Modell die fiirs Regeln personlicher Angelegenheiten verwendete
Zeit um hochstens o von p abweichen?



S6)

S7)

S8)

S9)

BESUCH AUS DER 8BJulie sagt sich nach der Matura: Bam, ich kaufr emien Ford.
Sie hat dazu recherchiert, dass das "Lebensaltes$ &ords als in Dekaden gemes-
sene stetige Zufallsvariable durch die Dichtefiorkf mit der Funktionsgleichung
Yy =] (X) = 5k X + 55 X+ 2 (iber dem Ereignisraulv=[0;3] beschrieben wird.
a) Weil sie als AHS-Maturantin zum kritischen Denkeativiert wurde,
kontrolliert sie freilich zuerst, dagsauch wirklich eine Dichtefunktion
UberW=[0;3] ist. Nimm dir an Julie ein Beispiel und ckedies auch!
b) Wie alt wird ein Ford modellgemal durchschnittifof? Gib das Resultat in Jahren an!
c) Berechne auch die Standardabweichsingon X (Ergebnis ebenso in Jahren angeben)!
d) Bei wie vielen von 88 Fords sollte die Arbeitszatdellgemall um maximalvon abweichen?

Eine breitangelegte Studie ergab, dass dieumd8n gemessene Arbeitszeit bei einem
Einstufungstest als stetige Zufallsvariable X d@tn Ereignisrauri\=[0;1] nach der

Dichtefunktionj mit der Funktionsgleichunig X)=-2x (- 66x> +54x +15) verteilt ist.

a) Zeige, dasp alle Eigenschaften einer Dichtefunktion erfillt!

b) Ermittle die durchschnittliche Arbeitsdaueim Minuten!

C) Berechne die Standardabweichsngon X (auch in Minuten)!

d) Verifiziere dies-RegelP (| X—n<s)=614%o!

e) Wie viele von 40 Teilnehmern waren dem Modetimgpatestens nach %2 Stunde fertig?

Aus einer Studie ging hervor, dass die in Stargemessene Arbeitszeit bei einer
Aufnahmsprifung als stetige Zufallsvariable X deim Ereignisraurd=[0;1] nach der

Dichtefunktionj mit der Funktionsgleichunig X)= &x(- 42x? +18x +35) verteilt ist.

a) Zeige, dasp alle Eigenschaften einer Dichtefunktion erfillt!
b) Ermittle die durchschnittliche Arbeitsdaueim Minuten!
C) Berechne die Standardabweichsngon X (auch in Minuten)!

d) Nimm zurs-RegelP(|X-nj<s)=2: Stellung!

e) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eiféthig herausgegriffener
Teilnehmer langer als %2 Stunde fir die Aufnahmsprgfgebraucht hat?

Gegeben ist die Polynomfunktipr{y:j (x):%X(Sx2 - 12x +8)].

a) Zeige, das$ UberW=[0;4] Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariable X ist

b) Ermittle den Erwartungswemsowie die Standardabweichusy

C) Bestatige die Richtigkeit der-Regel P(|X#{<s)=1!

Angenommen, X beschreibt die in Stunden gemessene A
beitsdauer bei der vierstiindigen Klausur aus Ma#tigm

d) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein liegiheraus-
gegriffener "Schiler" bereits nach 24 Minuten alsipesn hat?

e)-m). Berechne nach jeweils 24 weiteren Minuten di
entsprechende Wahrscheinlichkeit wie in d)!



S10)

S11)

S12)

Wieder Besuch aus der 8B:

Die Lebenserwartung eines "Raumgeometrie-Rdnfl@abboter
mit implementierter dynamischer 3D-Software und soiti-

chem Look) ist als in Dekaden gemessene stetigallZvériable
X mit dem EreignisrauriV=[0;8] nach der Dichtefunktion mit g

der Funktionsgleichung(x)= 5 X35x% - 216x+800) verteilt.

a) Begriinde, warum in der Tat eine Dichtefunktion et

b) Wie alt (m) wird ein Romal gemal3 des Modells durchschnitdic
C) Um wie viele Jahres() streut das Lebensalter im Mittel urR

d) Bei wie vielen von 16384 Romals (Massenprodukti-

on!) weicht das Lebensalter um maxirsalon mab?
Und nochmals Besuch aus der 8B:

Die Lebenserwartung eines "Tangential-Thor{lRebo-

ter mit implementierter Software zur Generierung ¥@an-
genten an beliebige Kurven mittels Differentialnechg)

ist als in Dekaden gemessene stetige Zufallsvaridbhit dem
EreignisraumA=[0;9] nach der Dichtefunktion mit der

Funktionsgleichung (x)= k5 {50x° - 18x+189) verteil.

a) Begriinde, warum in der Tat eine Dichtefunktioniegt!
b) Wie alt () wird ein "TT" gemaf} des Modells durchschnittlic
C) Um wie viele Jahres| streut das Lebensalter im Mittel ur@

d) Bei wie vielen von 19683 TTs (Massenprodukti-
on!) weicht das Lebensalter um maxirsalon mab?

Die drei Annas sahen sich bei "Anna Ba" (kuz: "AB(B)A") am SETH ROGEN JAMES FRANCO
Freitag, den 13.Janner 2012 auf AB(B)As exakt zwei Jahre
alten DVD-Player den Film ”1as Express" an. Plotz-
lich streikte der DVD-Player, was AB(B)A (aber auch "ABR(A)" e R
und "AK(A)") duBerst stutzig machte. In der Gebrauchsanwei- '
sung ihres Geréts (Marke Nasopanic © ) fand AB(B)A {iber-
raschenderweise die Information, dass abseits der einjahrigen
Garantie die Lebensdauer dieser Gerite als stetige Zufallsva-
riable X mit dem Ereignisraum Q=[1:5] durch die Dichtefunk-
tion @ mit der Funktionsgleichung (p(x}:ﬁ + (115x7-562x+839)

modelliert werden kann.
a) Keine der Annas vertraute dieser Gebrauchsanweisung

zu 100%, weshalb sie @ erst einmal auf ihre typischen :
Eigenschaften iiberpriiften. Stimme mit den drei Damen ein! VON DEX MaCHEER VON

b) Welche durchschnittliche Lebensdauer p ergibt sich?
Hatte AB(B)As DVD-Player dieses Alter schon erreicht?
c¢) Ermittle die Standardabweichung o von X!

d) AB(B)As DVD-Player stammte aus einer 295er-Palette.
Be1 wie vielen dieser Gerite sollte die Lebens-
dauer um hochstens ¢ von 1 abweichen?

Fiel AB(B)As Gerit auch in diesen Bereich?

e) Wie viele Gerite aus der Palette
aus d) werden alter als 434 Jahre?

(Die Frage, ob AB(B)As DVD-
Player in diesen Bereich fiel,
wiire eine Beleidigung euer al-
ler Intelligenz und soll daher
an dieser Stelle entfallen! @)
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(a) Weise in allen Einzelheiten nach, dass ¢ in der Tat alle Eigenschaften einer Dichte- 3P
funktion erfiillt!

(b) Ermittle die aus Nomaras Modell resultierende durchschnittliche Gespriachszeit p 3P
auf Minuten genau.

(¢) Berechne die Standardabweichung ¢ von X auf Minuten genau! 5P

(d) Die 5A und die 5B besteht aus insgesamt 51 Schiilern. Bei wie vielen dieser Schiiler 3P
sollte gemafl Taras Modell die fiirs Plaudern verwendete Zeit um hochstens o von p
abweichen?

Etwas aus dem Zusammenhang gerissen, abeEsdaben die Ratheiser-brothers! ;-)
Karim ist fuchsteufelswild, weil seine brothers ihm

unterstellen, dass er sich iiberhaupt nicht zuriickhalten kann, was seiner
Meinung nach nicht stimmt. Also
kreiert Karim sein eigenes stochastisches Modell, welches da folgendermaflen aussieht:
Die in Tagen gemessene Zeitspanne zwischen aufeinanderfolgenden Erstdates ist als
stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisraum Q=[0;76] nach der Dichtefunktion ¢ mit
der Funktionsgleichung o(x)=3/219488-(76x-x°) verteilt.
a) Zeige, dass Karim himself nicht gepfuscht hat

und tatsdchlich eine Dichtefunktion vorliegt!

b) Berechne die mittlere Zeitspanne n zwischen zwei Erstdates, also E(X)
c) Ermittle die Standardabweichung o von X (Runde auf ganze Tage!).
d) Bei vielen seiner letzten 99(!) Erstdates wich die Zeitspanne bis zum ndchsten

Erstdate um haochstens o von p ab? (Vernachldssigen wir die Tatsache, dass Karim
dazu schon Mitte dreifig sein miisste und akzeptieren wir einfach seine
Womanizer-Superkrdfte, ohne gleich vor lauter Neid zu erblassenl)

A M | R ?;)

A Klausurarbeit aus Mathematik
Klasse 8A (Gymnasium), Haupttermin 2012/13, Priifer: Dr. Robert Resel

Erlaubte Hilfsmittel: Taschenrechner (TI-30) und Formelsammlung (Kratt/Biirger/Unfried /Gotz)

Dem Chefmathematiker eines Grofikonzerns wurde der Auftrag erteilt, die Beschiftigungsdauer
der Mitarbeiter durch ein mathematisches Modell zu beschreiben. Nach ausfiihrlicher Daten-
analyse kam er zu dem Schluss, dass die Beschiftigungsdauer als in Dekaden gemessene stetige
Zufallsvariable X mit dem Ergebnisraum {2 = [0; 4] durch die Dichtefunktion ¢ mit der Funkti-
onsgleichung p(z) = %[211-“1 — 11222 4 16022) beschrieben werden kann.

(a) Begriinde, warum eine Dichtefunktion vorliegt! 5P
(b) Berechne die durchschnittliche Beschéftigungsdauer p in Jahren! 3P
(c) Um wie viele Jahre (o) streut die Beschiiftigungsdauer im Mittel um p? 4P

(d) Bei wie vielen von 8192 derzeit beschiftigten Mitarbeitern sollte daher die Beschiiftigungs- 3P
dauver um héchstens o von ;o abweichen?



S16) bis S20) aus der letztjahrigen 8A:

S16)

S17)

S18) Wie S16), nur dass Alexandra nun Lenas Taitigkatistisch ausgewertet hat und bei
gleichbleibendem Ereignisraum Alexandra gieae Dichtefunktionj mit deren
IFunktionsgleichurg erhalt, aber def-
noch an der "alters-Regel festhalt.
Kommentiere dies und vergleiche
die Modelle aus dieser Aufgabe und Aufgabe SZ@inander (auch im Hinblick auf

die Gestalt des
Graphen von !).




s19)Jetzt untersucht Lena Ale
xandras Tatigkeit und stof3t
bei gleichbleibendem Ereig-
nisraum im Rahmen ihrer
stochastischen Analyse
auf die Dichtefunktion
mit der Funktionsgleichun
j (x)=0.15(245X-460X+218X).
Weise nach, dass es sich tatsachlich um eine Dictkigon handelt, erlautere den obigen Funkti-
onsgraphenverlauf (Begrinde auch die Richtigkait@arstellung! Was lasst sich ferner daraus
ablesen?) und nimm Stellung zu LesaRegel P(|X#|<9=66%!

s20Nun hat Dave Alexandras
Tatigkeit analysiert und stief3
bei gleichbleibendem Ereig-
nisraum im Rahmen seiner
stochastischen Analyse
auf die Dichtefunktion
mit der Funktionsgleichung
i()= —><( - + ) Weise nach, dass es sich tatsachlich um einddiatktion

handelt, erlautere den obigen Funktionsgrapheawk(Begrinde auch die Richtigkeit der Darstel-
lung! Was lasst sich ferner Daraus ablesen?) imchrStellung zu Daves-RegelP()X-m|<9=57/91

S21) Aus:

S22)



S23)

S24)

Wien, im Juli 2013. Dr. RobResel, e. h.



