Propadeutlk (auch als Anregung fur Phllosophle') "Von allen, die bis jetzt nach Wahtheit forschten

U BT Y haben die Mathematiker allein eine Anzahl Beweise
: :g g ® finden konnen, woraus folgt, dass ihr Gegenstand de
o~ 5&.% allerleichteste gewesen sein misse."
B oagis ‘
%; 4 ( 2 RENEDESCARTES(1596-1650),
2 S T o : / _ \ franzosischer Philosoph und Mathematiker
Ubu ngsbelsplele fur die 1 Schularbelt (zwelstundlg)
1 m 8B (gymnasialer Teil), 2013/14
I f
a xExth b
R )
Diese Beispiele sollen durch jene fur das Kapibete-
\ gralrechnung" relevanten Grundaufgaben {Ermittebm
| fermere Stammfunktionen durch elementare Integrationsregel ﬂ/
e e [[x* fx = (a +1)" x** + C,a -1, Summen- und Vielfachenre-
ARG AN\ [ \\ gel {im Sinne der Linearitat der Integration!}, ven-
/' ) « \ | /dung des bestimmten Integrals auf geometrische Pro P S
LY e 1 3

= blemstellungen [Quadratur, Kubatur] fihren, die loei.

— / m der ersten Schularbeit (nebst dem Stochastik- Iéaplt-

in jedem Fallunter Beweis stellen wirst miissen, wobel q,ﬁﬂ'
‘hier bereits (nicht zuletzt auch schon im Hinbbek = Lo W

die Matura!) einevern e'tZlJr]g R_ S
denGrundIage

des Stoffs der 7. Klasse (sowohl Kegelschnitte als
auch Differentialrechnung) vorgenommen wird.

‘ a T

ACHTUNG! Ein bloRes""Auswendiglernerf der Beispiele
ist sicher keine ausreichende Vorbereitung, da dkine er-
worbenen Kenntnisse bei der Schularbeit auf Prablgtel-

lungen anzuwenden hast, die zwar nicht ganzlichuaetig,
aber zum Teil in der Form wie bei der Schularbggstellt
in dieser Aufgabensammlung nicht enthalten sind! fcei-
genstandiges Losen dieser Aufgaben (bis auf jetie,wir
in diversen Schuliibungen gemeinsam bearbeiten vesid
isteineabsolute Notwendigkeit firein
angemessenes Ubungsprogman ! !!

y=%4x+12X-24x+24
y'=..
Was fallt auf?
Was kdénnte man
alles bearbeiten?

1) W(-1|12) ist der Wendepunkt des Grapheainer normierten Polynomfunktion dritten Gradedeen

Wendetangente durch den Ursprung verlauft. Emnilit Funktionsgleichung und ferner die Extremstelion f.

2) H(-1]0) und W(0|-2) sind der Hoch- und der Wggmuhkt des Graphen
einer Polynomfunktion dritten Grades. Ermittle Bienktionsgleichung!

3) H(-1]|4) und W(0]2) sind der Hoch- und der Wit des Graphen
einer Polynomfunktion dritten Grades. Ermittle Bienktionsgleichung!




4) Wie zu ...

Kiasse: 3CR) 1 Schularbeit (zweistiindig) ~— * -2

Modul PM35: Integralrechnung & Stochastik 2

1) Lose durch Integration: Der Graph einer Polynomfunktion dritten Grades
weist den Hochpunkt H(—9(972) und den Tiefpunkt
T(5[-400) auf. Ermittle die Funktionsgleichung von f!

5) ... erkennen: auch ...

Klasse: 8B(G . . *e . 6. 11. 2008
“ 1. Schularbeit (zweistiindig)
Modul PM5: Integralrechnung & Stochastik 2

1) Lose durch Integration: S(027) bzw. W(4|11) ist ein Sattelpunkt bzw. ein (gewohnlicher)
Wendepunkt des Graphen einer Polynomfunktion vierten Grades f.
Ermittle die Funktionsgleichung von {!

6) ... bereits erprobte

Klasse: 8D(Rg) 13. 11. 2009

1. Schularbeit (zweistiindig)
Modul PMb5: Integralrechnung und Stochastik 2

1. Lose durch Integration:
Der Graph einer Polynomfunktion vierten Grades f geht durch den Koordinatenursprung
und weist ferner die Wendepunkte W, (1]15) und W,(4/0) auf.

Stelle die Funktionsgleichung von f auf!

o
=

7) Der Graphl; einer Polynomfunktion flinften Grades f besitztlimsprung einen Sattelpunkt und geht durch de
Punkt P(18]-9). Ferner weist f an den Stellen & =und x = 15 (weitere!) Wendestellen auf. Stelie
Funktionsgleichung auf und ermittle ferner sowol dollstandigen Wendepunkte und Koordinaten d
relativen Tiefpunkts von; als auch alle Nullstellen von f!

§1. Quadratur (Aufgaben 8 bis 54)

8) W,(2|55) ist ein gewshnlicher Wendepunkty(8/135) det Sat-
telpunkt des Graphdrn einer Polynomfunktion vierten Grades f.

a) Ermittle die Funktionsgleichung (Zeige, dasf{(¥)= - -(5x-80x+360x) gilt!]

b) '+ begrenzt mit der Verbindungsstrecke der Wendeeugik Gebiet, dessen Flacheninhalt zu berechihen is
¢) Ermittle ferner die Inhalte jener Flachenstickelchvel ; mit seinen Wendetangenten begrenzt!

. Erklare, inwiefern hier die Verwendung des besiien Artikels gerechtfertigt ist (aber ohne Hernn
Prof. Sams zu fragen, da die Begriindung nicht Isigeher, sondern mathematischer Natur ist!).



9) Durch den Sattelpunkt S(0]0), den Tiefpunkt T(3)]+2W
die zweite Nullstelle des Graph&peiner Polynomfunktion
vierten Grades f wird der Graply einer Polynomfunktion
zweiten Grades g gelegt, welcher midrei Flachenstlicke
begrenzt (vgl. Abbildung rechts!). Zeige, dass siighinhalte
des linken und des mittleren der drei Flachenstinke
7:3 verhalten und kontrolliere auch, dass x; =0 gilt! P

yt

10) Durch zwei Punkte P&kr) und Q(xlyo) wird je eine nach oben
und nach unten offene Normparabglipd p gelegt érgo: Ansatze
py=xX+ax+b und p:y=—¢+px+q). Dann gilt der folgende

Der Flacheninhald des von pund p begrenzten
Flachenstiicks betragt= %[I)(P - xQ‘s.
Uberprife diesen Satz fiir die Punkte P(—1|5)Q¢&]8)!

11) Nebenstehend sind sowohl der S Xt
Graph der Polynomfunktion f
mit der Funktionsgleichung
y = f(x) = ¥*(x—4)* als auch jener T
ihrer Ableitungsfunktion f* abgebildet.

a) Ermittle die Null- und Extremstellen
von f sowie die Nullstellen von f* und
beschrifte die Punkte in der neben-
stehenden Abbildung! Welcher allge-
meine Zusammenhang besteht hiebei
zwischen f und f'? Begriinde genau!

¥+

b) Berechne die Koordinaten aller x+
Schnittpunkte der Graphen vbp
undl¢. Begrindevor der Rech-
nung, warum neben den in der Skiz
ze zu erkennenden Schnittpunkten
noch ein weiterer existieren muss!

c) Bestimme die Mal3e der Inhalte al-
ler drei Flachenstiicke, welcheundl'y miteinander begrenzen. Worauf ist jeweils
zu achten und wie kann man diese Berechnungefiahgigokonomisch durchfiihren?

12) Ist Si(x1]y1) bzw. S(x2|y,) der Scheitelpunkt einer nach unten bzw.
nach oben offenen Normparabelynd p gelegt (ergo: Anséatze
piy = —X¢+px+q und p: y = X +ax+b). Dann gilt der folgende
Der Flacheninhal des von pund p begrenzten

, , , 232 o
Flachenstiicks betragt= < [lQ [Ay — AX ‘ , wobei sich

Ax undAy auf § und $ beziehen undy>0 zu wahlen ist!
Uberprife diesen Satz fiir die Punkiél$-3) und §5|7)!

13) In nebenstehender Abbildung siindundl 4 die Graphen normierter Poly-
nomfunktionen dritten Grades und beriihren diefdng{p: y=x°] im Ko-

ordinatenursprung. Ferner schlie3en beide Fundgi@phen mit p jeweils
ein Gebiet (gefarbte Flachenstlicke) mit einemhdamhalt von 108 ein.

a) Ermittle Funktionsgleichungen von f und g. Ver-
wende und begriinde dazu den Ansatz $+=ax!

b) Gib die Koordinaten der Punkte P und Q sowie deiptnkte
der maximalen vertikalen Durchmesser der beidaéchién an!




14) In nebenstehender Abbildung sind die GraphefPdi/nomfunktione
f und g mit den Funktionsgleichunggr= f (x) = £ k* - 20x° und N

y =g(x) = 20x® — 240x? sowie das voifi; undr, begrenzte Gebiet
inkl. seinem maximalen vertikalen Durchmesser enegchnet.

a) Beschrifte die Graphen in der Abbildung
und begriinde deine Entscheidung jeweils! w
b) Untersuche die gegenseitige Lagebeziehung'yemd[ ; und

zeige, dass das markierte Gebiet einen Flachalhiatifweist,
24
welcher exakt dem bestimmten Integ!‘a’lx3 [dx entspricht.
0
c) Ermittle den maximalen vertikalen Durchmesser weide, dass die Tangentenlgrundl g in den Endpunkten dieses
Durchmessers zueinander parallel verlaufen! Bedgidies allgemein anhand der Genese dieser Extrgawfgabe!

X+

15) Wi(2|yy) ist ein Wendepunkt des GrapHhereiner Polynomfunktionen vierten Gradesfi(+1|-3), 11(5|6)]
ist die zugehotrige Wendetangente. Ferner ist m{@\) der zweite Wendepunkt voabekannt.
a) Ermittle die Funktionsgleichung von f!

b) Berechne den Inhalt jenes Flachensticks, weldigeWendetangentgwon W,
mit ¢ begrenzt. In welchem Verhaltnis wird dieses Flashigck von t geteilt?

c) Analog zu b), wobej und t jetzt die Rollen tauschen!

Fur die folgenden Aufgaben 16) und 17) gilt: Beif@abenteil (a) sollst du — Gber das sonstig
Procedere hinaus! — selbstn wenig (aber intensiver als der rechts abgetsl@®rimatb ?) da-
riber nachdenken, wie dwmter Verwendung des Ansat?gs= axX +bx’+cx+d bei Aufgabe 16jf
bzw. einem selbst entsprechend zuwahlenden Ansafaligabe 17)- zur Funktion f kommest. s

16) (a) Lose die EULERsche Differentialgleichung z2y” — 32y’ + 3y + 6 = 0 unter den
Randbedingungen y(—2) = —4 und y(3) = 16, die Lésungsfunktion heifie f.

(b) Diskutiere f und zeichne I'}!

(¢) Durch den Tiefpunkt T von ['s soll eine Gerade g gelegt werden, welche
mit [y rechts von T ein Segment mit einem Flicheninhalt von 33,75FE
begrenzt. Stelle eine Gleichung von ¢ auf und berechne auch den Inhalt jenes
Fléchenstiicks, welches g links von T mit I'; begrenzt.

17) Eine Polynomfunktion vierten Grades f, deren Graph durch den Koordinatenursprung
verlduft, erfiillt die Differentialgleichung y"? =y + x2.

(a) Ermittle die Funktionsgleichung von f [Res.: y = x*/144 + x%/6].

(b) Diskutiere die Funktion und zeichne ihren Graphen.

(c) Zeige, dass die Wendetangentenabschnitte zwischen den Schnittpunkten mit
dem Graphen von f einander in ihrem Schnittpunkt im Verhiltnis 3:1 teilen.

(d) In welchem Verhiltnis stehen die Inhalte jener Flidchenstiicke,
welche die Wendetangenten mit dem Graphen von f begrenzen?

Bem.: Auch y = ¥144 — X/6 wére eine Losung, rechne aber mit dem obig aigesfn Resultat!

! In der Tat hat Mathematik eine staskfrund der Prifungskultur Marlcus Xild
im entsprechenden Unterrichtsgegenstand am Vegnébenda — leide icht - = -
allzu stark integriere kreative Kom P J‘I erphllgs??rl‘l:e

: Ubrigens: Der Frage, inwieweit Tiere denkenaisth schon so Sl A== - TR R
mancher Philosoph nachgegangen (siehe Abbildwigg®!

: Wie man (derartige "#.ERsche") Differentialgleichungen (und an-
dere Typen) im Allgemeineni§o ohne Ansétze wie obgrlDst, ist eine
hochinteressante Frage, deren Beantwortung jeéatdr fur den
(RegelyUnterricht qicht aber fiir das Wabhlpflichtfachzu komplex ist!




18) Durch den Punkt P(1]1) verléuft genau eine Parabel par in zweiter Hauptlage.

(a) Stelle eine Gleichung von par auf!

(b) Ermittle Gleichungen jener Geraden g und h durch P, welche mit par Segmente mit dem
Flécheninhalt 36 begrenzen. Berechne auch die Koordinaten der zweiten Schnittpunkte!

(c) Gib (ohne das genaue Winkelma§ zu berechnen, d.h. nur durch Berechnung entsprechender
trigonometrischer Werte) eine Anleitung zur Konstruktion des Schnittwinkels zwischen ¢ und h!

19) Durch den Hoch- und den Tiefpunkt des Graphen It einer Polynomfunktion dritten
Grades f wird der Graph I', einer Polynomfunktion zweiten Grades g gelegt, welcher
I'tin einem der beiden Extrempunkte beriihrt. In welchem Verhéltnis teilt I'y das
von I'rund der Tangente an 't in ebenjenem Extrempunkt begrenzte Flidchenstiick?

Tipp: Ansatz y = f(x) = ¥-3ax, Beriihrung vori g undls im Hochpunkt vori's, das macht es einfacher!
[P.S.: Zwecks Ubung auch die andere Variahted(rch den Tiefpunkt voR; legen!) durchrechnen!]
r

20) Betrachte Polynomfunktionen zweiten Gradesdf gimit Funktionsgleichungen
der Formy :f(x) =_1 [ﬁx2 + 2rsx+ rzsz) undy = g(x)

(r+s)?

wobei 0 <r<s (*) vorausgesetzt wird.

=_1
(r-s

a) Begrinde, warum die Tiefpunkte 0nd T, von
s undl 4 auf der x-Achse liegen (siehe Abbildung!).

Rechne in weiterer Folge allgemein mit den Para-
metern [unter Beachtung von (*)!] oder mit den sich

aus r=1 und s =2 ergebenden konkreten Plarabe G2

X+

b) Beweise/verifiziere, dass die Schnittpunk-
te P und Q voin; undl"y und der Koordi-
natenursprung kollineare Lage aufweisen.

a3

c) Beweise/kontrolliere fir die Flacheninhaffé und F2 der gefarbten
GebieteG1 und G2 die FormeInF1 = 2= und F2 = 2 [ﬁs2 - rz).

21) a) Warum ist die via
-X?>+2x+8 X O [-00:3
y=f(x)=1 , fiir -
x2 =10 + 26 x 0]3;00]
definierte Funktion auf ganz R differenzierbar?

-

b) It ahnelt in auffalliger Weise dem GrapHen
einer Polynomfunktion dritten Grades g (siehe
Abbildung rechts!), welcher die gleichen Extrem-
punkte und den gleichen Wendepunkt e r
aufweist. Stelle die Funktionsgleichung von g
auf und zeige, dass die Flacheninhalte jener Ge-
biete, welché s undl"y begrenzen, gleich sind. /




22) Fortsetzung von Aufgabe

Klasse: 8D(Rg)

6 1. Schularbeit (zweistiindig)
Modul PM5: Integralrechnung und Stochastik 2

13. 11. 2009

be 1 [zur Kontrolle:

2. Weist der Graph einer Polynomfunktion vierten Grades f einen Tief-
punkt 7" im Ursprung sowie einen Wendepunkt W5 auf der x—Achse auf und
ist Wi(u|v) der zweite nicht auf der z—Achse liegende Wendepunkt, so gilt:
Der Flicheninhalt 7 des vom Graphen I'; und der x—Achse zwischen T'
und W5 begrenzten Gebiets G (siehe Abbildung links unten!) betrigt

Uberpriife diesen Satz fiir die Funktion aus Aufga- angabe entspricht der Aufgab'e
y= f(z) =2t —102% + 241,.2]_ 6) dieser Aufgabensammliung!

Zeige aber zuerst, dass I'; auch tatsdchlich einen Tiefpunkt im Ursprung aufweist!

F = Lzzfua

Aufgabe 1) dieser Schularbeitst

23) Fortsetzung von Aufgabe

59 1, Schularbeit (zweistiindig) "™

Modul PM35: Integralrechnung & Stochastik 2

Weist der Graph I'; einer Polynomfunktion vierten
Grades f einen Tiefpunkt T auf der x-Achse und
einen Sattelpunkt S auf der y-Achse auf, dann begrenzt

I'; mit den Koordinatenachsen ein Gebiet G mit dem
Flicheninhalt F = % (siehe nebenstehende Abbildung).

Verifiziere diesen Satz fiir die Funktion aus Bei-
spiel 1 [zur Kontrolle: y = f(x) = 4 -(x*-8x’ +432)© !
Achtung! Aufgabe 1) dieser Schularbeitsangabe entgpAufgabe 5) dieser Aufgabensammlung!! Abbﬂdllng 1

Klasse: 8C(Rg) - e . o s 4.11. 2008
24) Fortsetzung von Aufgabe|4: R & SCh“_ldr beit (Zwelstundlg)
Modul PM35: Integralrechnung & Stochastik 2
2) Weist eine Polynomfunktion dritten Grades f

Extremstellen auf, so begrenzt die Gerade g ’;;{;‘gggpie
durch den Hochpunkt H und den Tiefpunkt T i\) ifst T)ierAd(ije H v+

- . . . urgaobe 1es|
von I'y mut I'y zwei Gebiete (vgl. Abb. 1). Zei- Aufgaben- If‘ i
ge am Beispiel der Funktion aus Beispiel 1) ng'r:’t’ﬂg o
[zur Kontrolle: y = f(x) = x’ + 6x"— 135x © | - W
die Giiltigkeit der folgenden beiden Sitze:
- Der Wendepunkt W von I'; ist der <+

dritte gemeinsame Punkt von gund ['¢.
- Die Flacheninhalte F‘| und F2 der Abbildung 1 T

beiden Gebiete sind gleich grof3, und

Xy —Xg*|Vy —
zwar gilt F‘| = F2 = ‘ = Tﬁz‘yH yT‘ , wobei H(xy|yy) und T(Xr|yr).
)




25)

Der Graph der in nebenstehender Figur abgebildeten

Polynomfunktion dritten Grades f weist im Kooratien-
ursprung seinen Hoch- und in T(6|-16) seinenpliekt
auf. P’ entsteht durch Spiegelung von T’ an Ngé&e
dass die beiden gefarbten Flachenstlicke derhgleic

Flacheninhalt aufweisen und gib aufgrund diesger

schaft ohne weiterer Berechnungen das Resulta@aRibe-

stimmte Integra] f(x) [ix an (Begriindung des Resultats!).
0

26) Nebenstehend ist der Graph
der Polynomfunktion f mit
der Funktionsgleichung
y=Ff(x) =—x*+13x? abgebildet.

a) Ermittle die Koordinaten
der Eckpunkte des in der
Abbildung eingezeichneten
Rechtecks der Breite 8
(Achtung! Figur nicht maf3-

v+

y+ P

T X+
=N P

T

stabsgetreu!) und begrunde
die Eindeutigkeit der Losung!

b) Begrunde ohne Taschenrech-

ner, dass das Rechteck weniger als 509 des vom Funkti-
onsgraphen und der x-Achse begrenzten Gebiets einnimmt!

27)

28) Die Polynomfunktion f mit
der Funktionsgleichung
y=f(X)=7x
ist gegeben. Ihr Funkti-
onsgraph T istin der
rechten Figur abgebildet.

a) Berechne F(x)=f(x) I
Kontrolliere, dass
Fx)=x - (x-7) 3qilt.

b) Zeige, dass die Gebiete G

Nebenstehend ist der Graph der reellen
Funktion f mit der Funktionsgleichung
y=f(x)=x3-15x>+54x abgebildet. Schrei-
bei jenem Bereich, welchen I's im ersten
Quadranten mit der x-Achse begrenzt,
jenes eindeutig bestimmte Rechteck mit
Breite 3 ein und zeige, dass dieses Recht-
eck dieses Gebiet im Verhaltnis 5:4 teilt.

3.(x-4) (x-7) *?

Flacheninhalt aufweise und erklare hierbei kurz d
Nutzlichkeit des Kontrollteils in a)! Wie grof3 mu

7

f(xj

0

-dx sein?

8
x+\
3
7+
H
i
[ 3
Z G2 X+
W 1
L T
1 und G , den gleichen
ie
ss daher



29) Eine Erweiterung der Ubungsaufgabe 106 zuneerBeil der Diffetentialrechnung (2011/12/13/):

Gegeben sind die reellen
Funktionen mit den
Funktionsgleichungen
y=fx)=% “(x*~4x) so-
wie y=g(x)= 5 (x*-16).

(1) Ordne den Kurven in
der Abbildung den
jeweiligen Funktions-
graphen zu. Begriinde!

(2) Zeige, dass die beiden
Kurven einander je in
einem Punkt der x-Achse orthogonal schneiden bzw. oskulieren.

™

(3) Verifiziere, dass das von den beiden Funktionsgraphen
begrenzte Gebiet einen Flidcheninhalt von 1.6 aufweist.

(4) Berechne Lage und Linge des lingsten zur y-Achse parallelen
Durchmessers DE dieses Gebiets! Begriinde, warum die Tangen-
ten an die Kurven in D und E zueinander parallel sein miissen!

30) Eine Erweiterung der Ubungsaufgabe 107 zum ersédrd@r Differentialrechnung (2011/12/13!):

Gegeben sind die reellen Funktionen
mit den Funktionsgleichungen

3 2 - /
y=f(x)=x’—x* sowie y=g(x)=x"—x".

(1) Ordne den Kurven in der Abbildung den -
jeweiligen Funktionsgraphen zu. Begriinde!

(2) Zeige, dass die beiden Kurven einander im
Ursprung beiihren und sich ein weiteres Mal
auf der x-Achse orthogonal schneiden.

(3) Verifiziere, dass das von den beiden
Funktionsgraphen begrenzte Gebiet
einen Flacheninhalt von -t aufweist.

(4) Berechne Lage und Lange des langsten zur y-Ach-
se parallelen Durchmessers AB bzw. CD dieses
Gebiets! Begriinde, warum die Tangenten an die
Kurven in A und B bzw. C und D zueinander paral-
lel sein miissen und zeige, dass AB und CD gleich lang sind.

31) Inder rechten unteren Figur auf der ndchsten Seitedie
Graphen der Funktionen f und g mit den Funktiteish-
ungen f(x)=2-4x"+4x2 und g(x)=—x+2x¢ abgebildet.

a) Ordne den Kurven die jeweilige Funk-
tion zu und begrinde deine Wabhl!

b) Zeige, dass die beiden Kurven einander in zwekH
ten berthren und in einem Punkt schneiden und be-
rechne die Flacheninhalte der beiden von ihnen be-
grenzten Gebietgreige, dass sich letztere wie 3:13 verhalten.)

32)Durch die Wendepunkte des Graphen der Funk-
tion f [y = f(x) = X* — 6 + 9] wird eine Parabel
in zweiter Hauptlage gelegt, welche rjtdrei
Flachenstiicke begrenzt. Zeige, dass sich die
Inhalte dieser Flachenstiicke wie 19:11:19
verhalten. Fertige eine saubere Skizze an!



y+

33) Unmittelbar rechts sind die Graphen der Funkticigmd
g mit den Funktionsgleichungen y=f(x3d=(15x*-30x’) und
y=g(x)=15%-60X+60x abgebildet. Berechne die Flacheninhal-
te der beiden von den Funktionsgraphen begrezédnete!

34)Rechts sind die Graphen der Funktionen
f und g mit den Funktionsgleichungen
y=f(x)=5x"-20x und y=g(x)=3%—24x+48x

X+

y+

abgebildet. Berechne den Flacheninhalte des von
den beiden Funktionsgraphen begrenzten Gebiets!

35) Rechts sind die Graphen der Polynom-
funktionen f und g mit den Funktions-
gleichungen y=f(x)=4%80x+400xX
und y=g(x)=20%-200X. Setze die
Flacheninhalte der beiden gefarb-
ten Gebiete in ein mdglichst ein-
faches ganzzahliges Verhaltnis!

36) Rechts unten sind zwei gefarbte Gebie-
te abgebildet, welche die Graphen der
beiden Funktionen f [y=f(x)=%4x’+4x]
und g[y=g(x)=X—4x¢+4x] miteinan-
der begrenzen. Zeige, dass sich deren

Flacheninhalte wie 23:7 verhalten!

37) Zeige, dass die weiter unten rechts y+
abgebildeten Funktionsgraphen der
Funktionen f [y=f(x)=X—6x¢+9x]
und y=g(x)=4X—24xX+36x zwei
Gebiete einschliel3en, deren Flachen-
inhalte sich wie 63:1 verhalten!

38) Unmittelbar 3

rechts sind

die Graphen
der Funktio-
nen fund g
[f(X)=x"—2>C+x?,
g(x)=2x-4x+2x]
abgebildet, wel-

che zwei Gebiete i
von gleichem Fl&- i
cheninhalt be- S s x

- . 1
grenzen. Dies ist nachzurechnen!




39) In der rechten Figur sind die Graphen der Funktidnang

g mit den Funktionsgleichungen y=f(x)=5x0x*+80x
und y=g(x)=20%-160x%+320x abgebildet.

a) Zeige, dass die beiden Funktionsgraphen genau ein

p ==

Gebiet begrenzen und berechne dessen Flachehinhalt

b) Ermittle den langsten zur y-Achse parallelen Durch

messer dieses Gebiets und zeige, dass die Tangente

an die beiden Kurven in den Endpunkten diesestd

messers zueinander parallel verlaufen. Erklareymval

das zwingenderweise so und nicht anders sein mu

nie

ss!

c) In welchem Verhaltnis teilt der Durchmesser dasi&eb

el

d) Ist eine dieser beiden Tangenten eine Wendetarigjente

Begrinde deine Antwort!

40) In der rechten Figur sind die Graphen der
Funktionen f und g mit den Funktions-
gleichungen y=f(x)=24%240%+600%
und y=g(x)=4%-20x’ abgebildet.

In welchem durchgekirzten Verhaltnis stehen
die Flacheninhalte jener beiden Gebiete, wel-
che die beiden Funktionsgraphen begrenzen?

y+

X+

42) Die Kurven in der rechten Abbildung sind
Funktionsgraphen von Polynomfunktionen.

a) Von welchem Grad sind die zugehdorigen Po-
lynom(funktion)e(n) mindestens? Begriinde!

b) Ordne den Kurven die jeweils passende
der beiden Funktionen f und g mit den
Funktionsgleichungen y=f(x)=3x2x>
und y=g(x)=Yx>-3x*+9x zu!

/

A

.

41)  Links sind die Graphen der Funktionen
y+ f [y=f(x)=7x"-210X+1575X]
und g[y=g(x)=2%-30x’] abgebildet.
Setze die Flacheninhalt der gefarbten
Gebiete in ein moglichst ein-
faches ganzzahliges Verhaltnis!

¢) In welchem (durchgekurzten!) Verhalt-
nis stehen die Flacheninhalte der beiden
von den Kurven begrenzten Gebiete?




43) Die Kurven in der rechten Abbildung sind
Funktionsgraphen von Polynomfunktionen.

a) Von welchem Grad sind die zugehérigen Po-
lynom(funktion)e(n) mindestens? Begriinde!

b) Ordne den Kurven die jeweils passende
der beiden Funktionen f und g mit den
Funktionsgleichungen y=Ff(x)=8x20x
und y=g(x)=X-8xX+16x zu!

c) In welchem (durchgekirzten!) Verhaltnis
stehen die Flacheninhalte der beiden von
den Kurven begrenzten Gebiete?

44) Zeige, dass sich die Flacheninhalte der
in der rechten Figur abgebildeten Ge-

| |

biete wie 16:7 verhalten. Dabei lauten
die Gleichungen der Begrenzungskurve
y=20X-60x und y=40%-120X. Triff
zuerst eine entsprechende Zuordnu
und begriinde diese auch! ,

45)  Zeige, dass die
Flacheninhalte der
in der rechten Figur

abgebildeten Gebiete
gleich sind. Dabei laute
die Gleichungen der
Begrenzungskurven
y=5xX-25x% und
y=15%—75x%. Triff

zuerst eine ent-
sprechende Zuordnung
und begriinde diese auch!




46) In der linken unteren Figur auf der vorigent&sind die Graphen der Funktionen f
und g mit den Funktionsgleichungen f(x)2580x und g(x)=30%-180x abgebildet.

a) Ordne der jeweiligen Kurve die passende Funktio(Begrindung)!
b) Berechne den Flacheninhalt des von den beideveiibegrenzten Gebiets!
C) Ermittle den langsten vertikalen DurchmessesebeGebiets und

zeige, dass dieser das Gebiet in zwei gleich gitéshensticke teilt.
Weise die Parallelitdt der eingezeichneten
Tangenten nach und begrtinde sie allgemein!

d) Zeige, dass eine der beiden parallelen Tangexte Wendetangente ist
und die andere Tangente durch den Koordinatenurgprerlauft!

e) gRechne nach, dass die Wendetangente aus iremt Funkti-
onsgraphen ein 1 % mal so groRes Gebiet begrenpras aus b)!

A7)y=f(x)=2x3(x—1)3(x—2)

y=g9(x)=x3(x-1)(x-2)
Alle Schnitt- und Bertihrungspunkte sowie Nachwe&ss
die Flacheninhalte der beiden Gebiete gleich gin@!

48)y=f(x)=x’(x-2)
y=g(x)=2X(x-2)
Alle Schnitt- und Berthrungspunkte sowie Nachweass der
maximale vertikale Durchmesser des von den bdiderktions-
graphen begrenzten Gebiets selbiges in zweilgtgiole Teile teilt

~

Y

49)y=Ff(x)=x3(x—2)?
y=9(X)=x3(x-2)>
Alle Schnitt- und Bertihrungspunkte so-
wie Nachweis, dass die Flacheninhalte
der beiden Gebiete gleich grof3 sind!




50)y=f(x)=x3(x-1)(x-2)
Y=g(X)= X3(x~1)(x-2) A
Alle Schnitt- und Bertihrungspunkte so-
wie Nachweis, dass die Flacheninhalte
der beiden Gebiete gleich grof3 sind!

51) In der oberenFigur sind die Graphen der Funktionen f und ¢ mit den Funktionsglei-
chungen y = f(z) = 22 — 42 und y = g(z) = i(;r.3 — 22% — 87) abgebildet.

(a) Ordne den Kurven die entsprechenden Funktionen zu und begriinde deine Wahl!

(b) Berechne die Koordinaten aller Schnittpunkte der beiden Funktionsgraphen und
zeige, dass der "mittlere” Schnittpunkt der Tiefpunkt einer der beiden Funktions-
graphen (Von welchem? Begriinde!) ist!

(c) Zeige, dass die zwei von den beiden Kurven eingeschlossenen Gebiete den gleichen
Flicheninhalt aufweisen!

52) In der unterenFigur sind die Graphen der Funktionen f und g mit den Funktionsglei-
chungen y = f(z) = #* — 82 und y = g(z) = (2* — 822) abgebildet.

(a) Ordne den Kurven die entsprechenden Funktionen zu und begriinde deine Wahl!

(b) Berechne die Koordinaten aller Schnittpunkte der beiden Funktionsgraphen und
zeige, dass der "mittlere” Schnittpunkt der Tiefpunkt einer der beiden Funktions-
graphen (Von welchem? Begriunde!) ist!

(c) Zeige, dass die zwei von den beiden Kurven eingeschlossenen Gebiete den gleichen
Flicheninhalt aufweisen!




53) In der unterenligur sind die Graphen der Funktionen f und g mit den Funktionsglei-

chungen y = f(z) = 2% — 6z und y = g(z) = Z(2® — 112% + 30z) abgebildet.

(a) Ordne den Kurven die entsprechenden Funktionen zu und begriinde deine Wahl!

(b) Berechne die Koordinaten aller Schnittpunkte der beiden Funktionsgraphen und
zeige, dass der "mittlere” Schnittpunkt der Tiefpunkt einer der beiden Funktions-
graphen (Von welchem? Begriinde!) ist!

(¢) Zeige, dass die zwei von den beiden Kurven eingeschlossenen Gebiete den gleichen
Flicheninhalt aufweisen!

54) In der unterenFigur sind die Graphen der Funktionen f und g mit den Funktionsglei-

chungen y = f(x) = 2> — 8z und y = g(x) = _Tl(;ra — 1622 + 64x) abgebildet.

(a) Ordne den Kurven die entsprechenden Funktionen zu und begriinde deine Wahl!

(b) Berechne die Koordinaten aller Schnittpunkte der beiden Funktionsgraphen und
zeige, dass der "mittlere” Schnittpunkt der Tiefpunkt einer der beiden Funktions-
graphen (Von welchem? Begriinde!) ist!

(¢) Zeige, dass die zwei von den beiden Kurven eingeschlossenen Gebiete den gleichen
Flicheninhalt aufweisen!

3




55) In der UNterenFigur sind die Graphen der Funktionen f und ¢ mit den Funktionsglei-
chungen y = f(z) = 22 — 8z und y = g(z) = %(ﬁ — 2022 + 96x) abgebildet.

(a) Ordne den Kurven die entsprechenden Funktionen zu und begriinde deine Wahl!

(b) Berechne die Koordinaten aller Schnittpunkte der beiden Funktionsgraphen und
zeige, dass der "mittlere” Schnittpunkt der Tiefpunkt einer der beiden Funktions-
graphen (Von welchem? Begriinde!) ist!

(¢) Zeige, dass die zwei von den beiden Kurven eingeschlossenen Gebiete den gleichen
Fldacheninhalt aufweisen!

(Gutes Gelioen beim Lasen
1ser schonen Aufeaben!

Wien, im Janner 2013. Dr. Robert Reselh.



