Ubungsbeispiele fir die 1.Schularbeit (zweistiindig)
8B, Gymnasium, 2013/14
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Diese Beispiele sollen durch die fur das ersta (msgesamt zweT)‘ =‘

=V () =] xo
! Stochastikkapitel(n) relevanten Grundaufgaben fi@ndes Be-
griffs "stetige Zufallsvariable", (Er-)Kennen uhichweisen der
Eigenschaften von Dichtefunktionen stetiger Zswaltiabler, Ar-
beiten mit stetigen Zufallsvariablen und Dichtéfiionen (Berech--
nen von Intervallwahrscheinlichkeiten, Erwartungsten und Va% o
rianzen sowie allgemeine Analysen), fihren, dieeluer ersten”
(und dann auch zweiten) Schularbeit (sowie spageder Klau-
sur)in jedem Fallunter Beweis stellen wirst miissen, wobei (wi€:
aus dem bisher Beschriebenen bereits deutlichongedt)
auch hier bereits auf Vernetzungen (insbesondeigchen
Integralrechnung und Stochastik) erhdéhter Weregelvird.

(p(x)z%m 2x"=14x°+5x%)

Dichtefunktion (Chi*2-Verteilung)
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I'Ein bloRes"Auswendiglernerf der Beispiele ist sicher keine ausremher;d -
Vorbereltung da du deine erworbenen Kenntnisse thei Schularbeit auf Problemstel
lungen anzuwenden hast, die zwar nicht ganzlich aetig, aber zum Teil in der Form | .~
wie bei der Schularbeit gestellt in dieser Aufgalsammlung nicht enthalten sind! Ein
eigenstandiges Losen dieser Aufgaben (bis auf jetie,wir in diversen Schulibungen ~ ; ) 5 Y

gemeinsam bearbeiten werden) ist ei@solute Notwendigkeit fiiein angemessenes Ubungspgramm !!

Robert N, RESEL

S1) Seid froh. dass ihr dem entgangen seid und wisst Prof. GEORGzu schiitzen!

Prof. R. pflegt seit Jahren die Sitte. in Psychologie und Philosophie mundliche _
Stundenwiederholungen durchzufithren. welche (wie empirische Untersuchungen

ergaben) zwischen einer und drei Minute(n) danern. wobei die Priifungsdauer als
stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisraum Q=[1:3] nach der Dichtefunktion F==%=%=

a-(x—1) (x-3)(x? +3) verteilt ist.

@ mit der Funktionsgleichung ¢(x )=

a) Ermittle zundchst den Parameter a geeignet!

b) Beiwie vielen der 48 Schiiler zweier von Prof. R. unterrichteter
Parallelklassen dauert(e) die Stundenwiederholung gemiB dem
vorliegenden stochastischen Modell linger als zwei Minuten?

S2) Schularbeitsbeispiel der 8B(G) vom 2. April 2009:

Die o-Regel fiir die Normalverteilung besagt bekanntlich, dass fiir eine normalverteilte
Zufallsvariable X mit dem Erwartungswert p und der Standardabweichung ¢ die Beziehung
P(X—11|<5)=68,26% gilt. Betrachte nun im Folgenden die Zufallsvariable X mit dem Ereig-
nisraum OQ=[0:5] und der Dichtefunktion ¢ mit der Funktionsgleichung ¢(x)= 2 - (Sx2 = x3).

a) Weise nach. dass ¢ tatsachlich eine Dichtefunktion ist!
b) Berechne den Erwartungswert 1t von X!

c) Ermittle die Standardabweichung ¢ von X und leite fiir X die entsprechende c-Regel her!



S3)

S4)

S5)

Schularbeitsbeispiel der 8C(R:

vom 1. April 2009:

Eine stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisrauum €2=[0:1] ist nach der Dichtefunktion ¢
mit der Funktionsgleichung )q)(x)=l 092-x11-(x—1)3| verteilt und ergab sich nach
jahr(zehnt)elangen empirischen Untersuchungen tber das in Minuten gemessene verspatete
Emtreffen von Schiilern nach dem Léuten der Pausenglocke (Da die Schiiler aus der

Schule, in der diese Untersuchung durchgefiihrt wurde I # k"

aufgrund von 0 alle spétestens eine Minute nach dem ¢ /’r b

Lauten in der Klasse sind, handelte es sich demnach \

nicht um die AHS Heustadelgasse!).
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b) Ermittle die Standardabweichung ¢ von X W ~ \
und berechne die in der Abbildung einge- -~ (?‘/ \

zeichnete Intervallwahrscheinlichkeit. — 3

a) Zeige. dass ¢ in der Tat Dichtefunktion einer
stetigen Zufallsvariable X ist und bestimme

den Erwartungswert E(X)=u. /
y

x+

¢) Bei wie vielen von insgesamt 417 Schiilern (zwei benachbarte Klassen) sollte
daher dem Modell gemal die Verspatung um maximal ¢ von u abweichen?

d) Bei wie vielen von insgesamt 19 Schiilern einer Klasse sollte dem Mo-
dell gemil die Verspatung nach oben um mehr als ¢ von p abweichen?

Eine stetige Zufallsvariable X mit dem
Ereignisraum Qy=[0:1] 15t nach der
Dichtefunktion ¢ mit der Funktions-
gleichung |o{x)=140'x3-( 1~x)’| verteilt _
und ergab sich nach jahr(zehnt)elangen g “~
empirischen Untersuchungen iiber die - :
Arbeitsdauer bei vierstiindigen schrift- . .
lichen Klausuren aus Russisch - ~
nach Annahmebeginn (drei Stun-
den nach dem eigentlichen Beginn).

- H L+G

a)Zeige, dass ¢ in der Tat Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariable X 1st und bestimme den Erwartungswert E(X)=u.

b)Ermittle die Standardabweichung ¢ von X und berechne die Intervallwahrscheinlichkeit P(IX—/<o).
Interpretiere das Ergebnis!

¢)Bei wie vielen von insgesamt 75 Teilnehmern (drei vom gleichen Prof. untermichtete Parallel-
klassen!) sollte daher dem Modell gemaB die Arbeitsdauer um maximal o von u abweichen?

d) Befinden sich an den Stellen |G (wie es ja be1 der Normalverteilung der Fall 1st!) Wendestellen von ¢ (ausfiihrliche Begriindung!)?

Bei einem mathematischen Wettbewerb ist zuohg®iner Aufgabe eine Stunde Zeit. Ist
einem einmal der ztiindende Einfall gekommen, istuesendgultigen Lésung nicht mehr weit,
weshalb oftmals schon (sehr) friih abgegeben wirterler mit diesem Wettbewerb betrauten
Mathematiker hat dies statistisch analysiert unsl fdigende stochastische Modell aufgestellt:
Die in Stunden gemessene Arbeitszeit ist als stefigfallsvariable X mit dem Ereignisraum

Q=[0;1] nach der Dichtefunktiofi mit der Funktionsgleichungy(x)=4 -(x+2) (x—1) verteilt.

a) Zeige, dass in der Tat eine Wahrscheinlichkeitgefunktion vorliegt!
b) Berechne die durchschnittliche Arbeitsdguén Minuten!

C) Ermittle die Standardabweichuagron X (auch in Minuten)!

d) Bei wie vielen der 61 Teilnehmer sollte dem Mbde

nach die Arbeitsdauer héchstens amonp abweichen?



S6)

S7)

s8)

S9)

Eine breitangelegte Studie ergab, dass dieumd8n gemessene Arbeitszeit bei einem
Einstufungstest als stetige Zufallsvariable X d@tn EreignisraurR=[0;1] nach der

Dichtefunktiong mit der Funktionsgleichungy(x)=—; [ﬁ— 66x° +54x +15) verteilt ist.

a) Zeige, das¢ alle Eigenschaften einer Dichtefunktion erfullt!

b) Ermittle die durchschnittliche Arbeitsdayem Minuten!

C) Berechne die Standardabweichuangon X (auch in Minuten)!

d) Verifiziere dieo-RegelP (| X—|<0)=614%o!

e) Wie viele von 40 Teilnehmern waren dem Modetimgpatestens nach % Stunde fertig?

Aus einer Studie ging hervor, dass die in Sturgemessene Arbeitszeit bei einer
Aufnahmsprifung als stetige Zufallsvariable X deim Ereignisraur2=[0;1] nach der

Dichtefunktiong mit der Funktionsgleichuny(x)= & [~ 42x? +18x + 35) verteilt ist.

a) Zeige, das¢ alle Eigenschaften einer Dichtefunktion erfullt!
b) Ermittle die durchschnittliche Arbeitsdayem Minuten!

C) Berechne die Standardabweichangon X (auch in Minuten)!
d) Nimm zuro-RegelP(|X—p|<o)=2: Stellung!

e) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eiféthig herausgegriffener
Teilnehmer langer als %2 Stunde fir die Aufnahmsprgfgebraucht hat?

Gegeben ist die Polynomfunkticbr{y:d)(x):% [ﬁsz -12x + 8)]

a) Zeige, dasg UberQ=[0;4] Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariable X ist

b) Ermittle den Erwartungswept sowie die Standardabweichuab
C) Bestatige die Richtigkeit der-Regel P(|X#|<0)=%!

Angenommen, X beschreibt die in Stunden gemessene A
beitsdauer bei der vierstiindigen Klausur aus Ma#tigm

d) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein liegjheraus-
gegriffener "Schiler" bereits nach 24 Minuten alspes hat?

e)-m). Berechne nach jeweils 24 weiteren Minuten di
entsprechende Wahrscheinlichkeit wie in d)!

Die Lebenserwartung eines "Raumgeometrie-Rdr(RRthoter
mit implementierter dynamischer 3D-Software und soiti-

chem Look) ist als in Dekaden gemessene stetigallZvériable
X mit dem Ereignisraur@=[0;8] nach der Dichtefunktiog mit g

der Funktionsgleichungi(x)= 5 [{35x* — 216x+800) verteilt.

a) Begriinde, warum in der Tat eine Dichtefunktion st

b) Wie alt (1) wird ein Romal gemal3 des Modells durchschnitdic
C) Um wie viele Jahreq) streut das Lebensalter im Mittel yxf

d) Bei wie vielen von 16384 Romals (Massenprodukti-

on!) weicht das Lebensalter um maxinoalonu ab?



S10) Die Lebenserwartung eines "Tangential-Thor{lRebo-
ter mit implementierter Software zur Generierung ¥@an-
genten an beliebige Kurven mittels Differentialneghg)
ist als in Dekaden gemessene stetige Zufallsvaridbhit dem
Ereignisraun=[0;9] nach der Dichtefunktioh mit der

Funktionsgleichung(x)= 7k [{50x? - 18x +189) verteil.

a) Begriinde, warum in der Tat eine Dichtefunktioniegt!
b) Wie alt (1) wird ein "TT" gemaf’ des Modells durchschnittlic
C) Um wie viele Jahreo) streut das Lebensalter im Mittel yxfa

d) Bei wie vielen von 19683 TTs (Massenprodukti-
on!) weicht das Lebensalter um maxinoalonu ab?

S11) "Julie-Jaguare" werden in der freien Wildbhbohstens zehn Jahre alt. Julie als
Namenspatronin dieser speziellen Gattung hat diehserwartung statistisch
untersucht und erstellte auf Basis des vorliegeraepirischen Materials das
folgende stochastische Modell: Die Lebenserwaritorg”JJ" ist als in Dekaden
gemessene stetige Zufallsvariable X mit dem ErsrguimQ=[0;1] nach der

Dichtefunktion¢ mit der Funktionsgleichungy #$(x) = — 32 - e X+

verteilt. Bearbeite ausgehend von Julies Modelfalgenden Aufgabenstellungen:
a) Nach dem Motto "Kontrolle ist besser als Vertraug®chliel3lich ist Frl.
Bamford auch immer sehr streng — aber beherztt-eaah, gell?!®):
Zeige, das$ in der Tat Dichtefunktion einer stetigen
Zufallsvariable X mit dem Ereignisrauf2=[0;1] ist!
b) Wie alt wird ein "JJ" durchschnittlichu)? Gib das Ergebnis in Jahren an!
c) Um wie viel Jahred) streut die Lebenserwartung durchschnittlich
d) Bei wie vielen von 33 "JJen" weicht das Lebensaltarmaximalo vonpu ab?

S12) "Mary-Meerschweinchen" werden selbst bei Meller hauslicher Pflege héchstens
zehn Jahre alt. Mary als Schutzpatronin dieserisiez Gattung hat die Lebenser-
wartung statistisch untersucht und erstellte udaawendung empirischer Daten das
folgende stochastische Modell: Die Lebenserwaritorg"MMen" ist als in Dekaden
gemessene stetige Zufallsvariable X mit dem ErsrgnimQ=[0;1] nach der
Dichtefunktion¢ mit der Funktionsgleichung y #$(x) = 2 -4 x +3
verteilt. Bearbeite ausgehend von Marys Modellfdigenden Aufgabenstellungen:

a) Weise nach, dagswirklich Dichtefunktion einer steti- e
gen Zufallsvariable X mit dem Ereignisraud®s[0;1] ist! JM\ |
b) Wie alt wird ein "MM" durchschnittlichy()? / 3
Gib das Ergebnis in Jahren und Monaten an! . "
c) Um wie viele Jahre und Monate)(streut die 4
Lebenserwartung durchschnittlich yf
d) Begriunde ohne TR, dass bei mehr als % aller "MM"
das Lebensalter um maxin@alon pu abweicht!




S13) JETZT WIRD ES EXTRA-TERRESTRISCHKI

S14)

S15)

"Claudia-Critters" konnen aufgrund ihrer robustestiN bis zu 50 Jahre alt werden.
Claudia als mutige Erforscherin dieser maliziésedezirdischen Lebensform hat die
Lebenserwartung statistisch untersucht und erbigttr Einbeziehung empirischer Date
das folgende stochastische Modell: Die Lebenseungrvon "CC" ist als in Dekaden,
gemessene stetige Zufallsvariable X mit dem Ere'rgu'mQ [0;5] nach der .
Dichtefunktion¢ mit der Funktionsgleichung y #$(x) = x3— = X+Z

verteilt. Bearbeite ausgehend von Claudias Modelfalgenden Aufgabenstellung

a) Begriunde, warunp Dichtefunktion einer stetigen
Zufallsvariable X mit dem Ereignisrauf2=[0;5] ist!

b) Wie alt wird ein " durchschnittlichu)?
Gib das Ergebnis in Jahren an!

c) Um wie viele Jahred) streut die Le-
benserwartung durchschnittlich yif

d) Gloria behauptet, dass fiir Claudias Dichtefunktio

die "o-Regel" P(XH[<6)=F gilt. Stimmt das®

"Glorias Golden Retrievers " werden bei gttaltung bis zu 20 Jahre alt. Gloria
als Namensgeberin dieser speziellen Gattung hatatienserwartung statistisch
untersucht und erstellte auf Basis umfangreichgriescher Daten das folgende
stochastische Modell: Die Lebenserwartung von "@&Bals in Dekaden gemes-
sene stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisr&esiO;2] nach der Dichte-
funktion ¢ mit der folgenden Funktionsgleichung verteilt:
=0(X) =~ X+ & X+
Bearbeite ausgehend von Glorlas Modell die folgargfgabenstellungen:
a) Kontrolliere, das#® Dichtefunktion einer stetigen m; & " 3
Zufallsvariable X mit dem Ereignisrauf®=[0;2] ist! . % N
b) Wie alt wird ein "GG" durchschnittlichuj?
Gib das Ergebnis in Jahren und Monaten an!
c) Um wie viele Jahreq) streut die Lebens-
erwartung durchschnittlich upt?
d) Bei wie vielen von 76 "GG" weicht das
Lebensalter um maximal von ab?

"Kevin-Kangurus" werden aufgrund von Tierddet Kevin Trosts guter Pflege bis zu 30(!)
Jahre alt. Kevin als nicht nur guter Veteranermeeizsondern auch profunder Kenner und |
Liebhaber der Stochastik hat die Lebenserwartu'rn@séKK" ferner statistisch untersucht

variable X m|t dem Erelgnlsraum [0;3] nach der Dichtefunktiog mit der Funktions-
gleichungy =¢(x) = 831-x3— <. x + 1 verteilt. Bearbeite ausgehend von Kevs Modé
die folgenden Aufgabenstellungen: .
a) Argumentiere, warunp Dichtefunktion einer
stetigen Zufallsvariable X m{=[0;3] ist!
b) Wie alt wird ein "KK" durchschnittlichi()?
c) Gib das Ergebnis in Jahren und Monaten an!
d) Um wie viele Jahre und Monate)(streut die
Lebenserwartung durchschnittlich yf
e) Bei wie vielen von 64 "KKen" weicht das
Lebensalter um maximal von ab?



S16)

S17)

S18)

Jahre alt. Sandra als nicht nur guter Veteraneiveztin sondern auch Expertin in der math

matischen Disziplin "Stochastik" hat die Lebenseturag ihrer "BB" daher statistisch untersuct

"Behnam-Béaren" werden aufgrund von Tierd@tinSandra Behnams guter Pflege bis zu 4@

und erstellte auf Basis umfangrelcher empirischeteD das folgende stochastische Modell:,
Die Lebenserwartung von "BB" ist als in Dekaden gesene stetige Zufalls-
variable X mit dem Ereignisrau—[0'4] nach der Dichtefunktiod: mit der
Funktionsgleichung y #(x) = =5- - 2. x + % verteilt.
Bearbeite ausgehend von Sandras Mo-
dell die folgenden Aufgabenstellungen:
a) Erlautere, warung Dichtefunktion einer
stetigen Zufallsvariable X m@@=[0;4] ist! &
b) Wie alt wird ein "BB" durchschnittlichy)? &
c) Gib das Ergebnis in Jahren an!
d) Um wie viele Jahred) streut die Le-
benserwartung durchschnittlich yif -
e) Bei wie vielen von 31 "BBen" weicht das - ?
Lebensalter um maximal vonu ab?

100

"Alina-Antilopen"” werden in der freien Wildbmhdchstens zehn Jahre alt. Alina
als Entdeckerin dieser speziellen Gattung hat dleehserwartung statistisch
untersucht und erstellte auf Basis des vorliegeraepirischen Materials das
folgende stochastische Modell: Die Lebenserwaritorg"AA" ist als in Dekaden
gemessene stetige Zufallsvariable X mit dem ErsrgnimQ=[0;1] nach der
chhtefunktlon¢ mit der folgenden Funktionsgleichung vertejit & =
y = 6(x) = & {5100x** - 8463x™ +3861x")
Bearbeite ausgehend von Alinas Modell
die folgenden Aufgabenstellungen:
a) Zeige, das$ in der Tat Dichtefunktion einer stetigen
Zufallsvariable X mit dem Ereignisrauf»=[0;1] ist!
b) Wie alt wird eine "AA" durchschnittlichu)?
Gib das Ergebnis in Jahren an!
c) Um wie viele Jahreq) streut die Lebenserwartung durchschnittlich®n
d) Bei wie vielen von 19 "AA" weicht das Lebensalten maximalo vonu ab?

Dr. Romal Weishaar, Griinder des Sophie-Faschdt die Lebenserwartung von Sophiesiiir
statistisch untersucht und erstellte auf Basiswmofangreichem empirischen Material das i
folgende stochastische Modell: Die Lebenserwartingr Sophie ist als in Centurien i
gemessene stetige Zufallsvariable X mit dem ErsergnimQ=[0;1] nach der
Dichtefunktionq) mit der folgenden Funktionsgleichung verteilt:
y = 0() = £ 25160x* ~17108x™ +3135x°)
Bearbeite ausgehend von Romals Modell
die folgenden Aufgabenstellungen:
a) Zeige, das$ in der Tat Dichtefunktion einer stetigen g
Zufallsvariable X mit dem Ereignisrauf2=[0;1] ist! :_ {
b) Wie alt wird eine Sophie durchschnittligh)®
Gib das Ergebnis in Jahren an!
c) Um wie viele Jahreq) streut die Lebenserwartung durchschnittlichu®n
d) Bei wie vielen von 85 Sophies weicht das Lebensaltte maximalo vonu ab?

T ——

':__:-,_-.:.-:'.n g

a



S19) SchlieB3lich hat Dr. Romal Weishaar auch noelLdbenserwartung von Alinas
statistisch untersucht und erstellte in diesem Zusanhang das folgende stochastischg
Modell: Die Lebenserwartung einer Alina ist al<danturien gemessene stetige Zufallg
variable X mit dem Ereignisrauf@=[0;1] nach der Dichtefunktio mit der folgenden
Funktionsgleichung verteilt: y #(x) = s [(— 4459x*? +4510x° + 84x6)

Bearbeite ausgehend von Romals Modell
die folgenden Aufgabenstellungen:
a) Zeige, das$ in der Tat Dichtefunktion einer stetigen
Zufallsvariable X mit dem Ereignisrau€@=[0;1] ist!
b) Wie alt wird eine Alina durchschnittlichu)?
Gib das Ergebnis in Jahren an!
c) Um wie viele Jahreq) streut die Lebenserwartung durchschnittlichu®n
d) Bei wie vielen von 23 Alinas weicht das Lebensali@r maximalo vonu ab?

S20) Seit der Einfiihrung elektronischer Klassenbiicher in vielen Schulen wurde sowohl eine Liings-
(tiber drei Jahre!) als auch Querschnittsuntersuchung (iiber zwolf Schulstufen hinweg, wobei
ingesamt 2592 Schiiler beteiligt waren) durchgefiihrt, welche der Frage nachging, nach welcher
Zeitspanne withrend dieser vier Jahre erstmals eine Klassenbucheintragung erfolgte. Die stocha-
stische Analyse ergab, dass die in Jahren gemessene Zeitspanne bis zur ersten Klassenbuchein-
tragung (BHZ als Kiirzel fiir “Bravheitszeit ) als stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisraum
€} = [0; 3] durch die Dichtefunktion ¢ mit der Funktionsgleichung o (z) = ﬁ(l(h'g + 1352 + 54)
beschrieben werden kann.

(a) Beweise, dass ¢ wirklich eine Dichtefunktion ist und begriinde auch die Richtigkeit des ent- 5P
sprechenden Funktionsgraphenverlaufs in der mittleren Abbildung! Welche Informationen
lassen sich dieser Abbildung entnehmen?

(b) Berechne die durchschnittliche BHZ (u) in Jahren! 2P

(¢) Um wie viele Jahre (o) streut die BHZ im Mittel um 7 2P

(d) Bei wie vielen Schiilern weicht daher die BHZ um héchstens o von g ab? Begriinde, dass 3P
dies weniger als % sind!

(e) Wie viele Schiiler waren linger als ein Jahr, aber kiirzer als zwei Jahre brav? 3P
1-
T el T T T
T 0 1 2 3

Gutes Gelioen beim Lasen
1ser schonen Aufeaben!

Wien, im Dezember 2012 Robert Resel, e. h.




LOosungen
ausgewahlter
Ubungen:

S11) b)

S14)

S17)

c)
d)

b)

c)
d)

b)

c)
d)

u=0.4
0=0.25
ca. 20

pn=1.25
0=0.5
ca. 47

n=0.9
0=0.1
ca. 16

S12) b)
C)

S15) Db)

c)
d)

S18) b)

c)
d)

u=2/3
0=1/3

H=2.25
0=0.75
55

pn=0.95
0=0.05
ca. 74

S13) b)

c)
d)

S16) b)

c)
d)

S19) b)

c)
d)

p=2

0=1.5
Gloria ist

eine Dlse!

pn=3.2
0=0.8
ca. 31

1=0.85
0=0.1
ca. 16



