Klassen: 8B(G)/8C(Rg) Schuljahr “08/09
Erinnerung und Erginzung
zur Binomialverteilung

e Erinnerung (6. Klasse):

Ausgehend vom Verteilungsgesetz
P(X =k)= (

n

k) p*q" ", wobeig=1-p (1)

der Binomialverteilung haben wir (siehe SU-Heft 6. Klasse!) die Rekursionformel (wobei
P(X = k) im Folgenden der einfacheren Lesbarkeit wegen mit py abgekiirzt wird)

n—=k P
= " .p .2 2
Pr+1 L1 Pr e (2)
hergeleitet und dann wie folgt den via
E(X) = Zpk -z bzw. bei der Biomialverteilung: F(X) = Z k - pg (3)
k=0 k=0
definierten Erwartungswert berechnet:
Aus (2) ergibt sich zunéchst
q-(k+1) pryr=np px—kp- py. (4)

Bilden wir jetzt links und rechts von (4) die Summe von k = 0 bis k = n und beachten,
dass konstante [ergo: vom Summationsindex unabhéngige (oder salopp ausgedriickt: unbe-
eindruckte)] Faktoren aus der jeweiligen Summe herausgehoben werden kénnen, erhalten
wir im néchsten Schritt

¢- > (k+1) peyi=np-Y p—pY k-pr (5)
k=0 k=0 k=0

woraus nun wegen (3) unmittelbar

q-E(X)=np—p-EX) (6)
und damit
p-E(X)+q- E(X) =np (7)
bzw. [Beachte die Bemerkung in (1)!] schlufiendlich die abzuleitende Formel
E(X) =np (8)

folgt, wobei im Schritt von (5) auf (6)

S p=t )

verwendet wurde (Erinnere dich: Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten ergibt stets 1!)
und tiberdies zu vermerken ist, dass die Summe auf der linken Seite von (5) ja eigentlich
landers als es per definitionem bei E(X) der Fall ist, siche (3)!] mit 1-p; beginnt und mit
(n 4+ 1) - ppy1 endet, mithin demnach 0 - po fehlt und (n + 1) - p,+1 zu viel ist, was aber
wegen 0-pg = 0 und p,1 = 0 (Nota bene: X = n+ 1 ist ein unmdgliches Ereignis!) keine
Rolle spielt [Genau dies ist aber z.B. bei einer miindlichen Priifung (Matural!) wichtig zu
bemerken, um zu zeigen, dass man weif}; “what s going on*“!].

Soviel zur Erinnerung, widmen wir uns jetzt der Ergénzung:



e Erginzung (8. Klasse):

Ebenfalls in der 6. Klasse haben wir gelernt, dass man die via

V(X) = Z[mk — E(X))?-pr. bzw. bei der Binomialverteilung: V(X) = Z[k—E(X)]2 Dk
k=0 k=0
(10)
definierte Varianz sehr vorteilhaft mit dem ]Satz von STEINER\ berechnen kann, und
Zwar so:

V(X) = B(X?) - [E(X)]” (11)

Um nun fiir die Binomialverteilung die Varianz V' (X) zu berechnen, gehen wir dhnlich wie
zuvor bei der Berechnung von F(X) vor, nur mit dem feinen [wegen dem auf der rechten
Seite von (11) im Minuenden auftauchenden F(X?) aber einleuchtenden!] Unterschied,
dass wir jetzt (4) vor der Summenbildung links und rechts noch mit k£ + 1 multiplizieren,
was uns zunéchst

q-(k+1)% peyr=(k+1) (np-px — kp - pr) (12)

beschert, was sich nach Summenbildung (mit den entsprechenden Bemerkungen wie zuvor
in der Erinnerung!) zu

C]'E(XQ):”P'Zk"pk-i‘np'ZPk—p'zkz'pk—p'zk']ﬂk (13)
k=0 k=0 k=0 k=0

bzw. zu
q-E(X?) =np-E(X)+np—p-E(X?) —p-E(X) (14)

umformen bzw. uminterpretieren [Vieles ergibt sich hier neben den schon auch wichtigen
algebraischen Manipulationen durch richtiges Erkennen, was freilich das Kennen der
Begriffe voraussetzt, deshalb auch Beweise (im Mathematikunterricht)!] 1a8t.

Verwendet man jetzt noch das in der Erinnerung (bereits in der 6. Klasse!) erhaltene
Resultat E(X) = np und setzt dies in (14) ein, so erhdlt man zunéchst

q- E(X?) =n*p? +np—p- B(X?) —np? (15)

bzw. durch weiteres Umformen [vgl. die Schritte von (5) bis (8) unter Beachtung von (9)!]

— (=B
—_
E(X?*) = n’p*  +np-—np’ (16)
ergo
E(X?) = [BE(X)]* = np(1 —p) (17)

bzw. schlulendlich die abzuleitende Formel

V(X) = npq. (18)

Wien, im August 2008. Dr. Robert Resel, e. h.



