Ubungsbeispiele firr die 3. Schular beit (zwelstundlg)

11‘{]

(7D, Gymnasium, 2011/12) ~

Diese Beispiele sollen durch jene fir den zweiten Teil desKa-
pitels " Differentialrechnung” relevanten Grundaufgaben {Vertie-
fung der Eigenschaft von Kurventangenten: Sonderstellung von
Wendetangenten, zueinander parallele Kurventangenten bei

Graphen von Polynomfunktionen wie auch rationalen Funktionen,

Bearbeiten sowohl inner- als auch auf3ermathematischer Opti-
mierungsprobleme mit besonderem Augenmerk auf die wesent-

lichen Schritte beim Losen einer Optimierungsaufgabe [ Aufstel -
len eines adagquaten mathematischen Modells, Beschreibung der
zu optimierenden Grof3e durch eine Funktion (" Zielfunktion" oder
"Hauptbedingung™) in einer oder mehreren Variable(n), im letz-
teren Fall Formulieren einer / oder mehrerer entsprechenden/r
Nebenbedingung/en zwecks Riickfihrung auf eine Zielfunktion in
einer Variable, weitestgehende Vereinfachung der Zielfunktion

(unter Verwendung entsprechender Sitze — inklusive exakter
Formulierung und Herleitung! vor Anwendung des analyti-
schen Apparats (Extremwerttest aus der Kurvendiskussion)
samt Begriindungen flir sich daraus ergebende Konsequen-
zen] } fihren, die du bei der dritten Schularbeit in jedem Fall
unter Bewels stellen wirst miissen.
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ACHTUNG! Ein bloRRes "Auswendiglernen" der Beispiele ist sicher keine
ausreichende Vorbereitung, da du deine erworbenen Kenntnisse bel der

Schularbeit auf Problemstellungen anzuwenden hast, die zwar nicht ganzlich

1)

- heuartig, aber zum Teil in der Form wie bei der Schularbeit gestellt in dieser

¥ Aufgabensammlung nicht enthalten sind! Ein eigensténdiges L ésen dieser
Aufgaben (bis auf jene, diewir in diversen Schullibun-gen gemeinsam bearbeiten
werden) ist eine absolute Notwendigkeit fiir ein angemessenes Ubungsprogramm!
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Ausgehend von der Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f(z) = 2* — 622 + 9 sind
die Koordinaten jenes Kurvenpunkts PP zu berechnen, in dem die Tangente tp zur in ohiger

Abbildung eingezeichneten Wendetangente - parallel verla

rechnung die fiir alle biquadratischen Polynomfunktionen g

wift. Kontrolliere nach erfolgter Be-

iiltige Formel zp = % (xg —aw)!
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2) Ausgehend von der Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f(z) = ‘“i—EG sind die Koor-

dinaten jenes Kurvenpunkts P zu berechnen, in dem die Tangente tp zur Wendetangente tyy
parallel verlauft. Berechne ferner die Koordinaten von S!
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3) Gegeben ist die Polynomfunktion f mit der Funktionsgleichung

eingezeichneten Punkts @) auf I'y, in welchem die Tangente t; parallel zur Tangente in der
rechtesten Nullstelle verlauft. Stelle auch eine Gleichung von #g auf!

(:1:4 — 682° + 11523_:2) . Ermittle die Koordinaten jenes in obiger Abbildung

4)  Zeige, dass der Graph I'; der rationalen Funktion f [y = f(z) = f;;—ll] drei Wendestellen z;, -
und xy aufweist (z; < xy < x3). Lege dein Hauptaugenmerk auf den Wendepunkt W (5| f(x3))
und zeige, dass es keine zur Wendetangente parallele Kurventangente gibt.
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5) In obiger Figur ist der Graph der Polynomfunktion f |y = f(x) (:175 — 702* + 12001}3)

abgebildet.
Bearbeite die folgenden Aufgabenstellungen:

(a) Diskutiere die Funktion. Zeige, dass zwei der drei Nullstellen auch Wendestellen sind.

(b) Berechne die x—Koordinaten jener Kurvenpunkte P und @, in welchen die Tangenten an
die Kurve parallel zur steigenden Wendetangente verlaufen. Verwende Wurzelausdriicke!
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6) In obiger Figur ist der Graph T s der rationalen Funktion f [y = f(z) = — 5| Zusammen

&

mit einem seiner Wendepunkte abgebildet.
Berechne die z—Koordinaten jener Kurvenpunkte P und ¢ auf I'y, in welchen die Tangenten an
die Kurve parallel zur eingezeichneten Wendetangente verlaufen. Verwende Wurzelausdriicke!
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7. In obiger Figur ist der Graph der Funktion f [y = f(z) = 2* — 42% zusammen mit seinem
Sattelpunkt S und seinem (gewohnlichen) Wendepunkt W abgebildet. Zeige, dass es drei Punk-

te auf Gammay gibt, in denen die Tangente an I'y parallel zu gsw verlauft und berechne die
Koordinaten des Gitterpunkts 7" unter diesen drei Punkten. Zeige, dass 1" = Mpg gilt.

(Zusatz: Zeige, dass fiir die anderen beiden Punkte 7)(z;|y,) und 75(z5|y,) die Gleichung
LE8 — pr gilt!)
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8. Ausgehend vom obig abgebildeten Graphen der Funktion f [y = f(x) = 2* —202* + 962?] sind

die Koordinaten jenes Kurvenpunkts P, zu ermitteln, in dem die Tangente an I'y parallel zur
Wendetangente ty, verlduft!
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9. Ausgehend vom obig abgebildeten Graphen der Funktion f [y = f(x) = 2* — 202% + 9627 sind

die Koordinaten jenes Kurvenpunkts P, zu ermitteln, in dem die Tangente an I'; parallel zur
Wendetangente tyy, verlauft!



10) Der nebenstehend abgebildete v+
Graph G der Funktion f mit~
der Funktionsgleichung
y = f(x) = x* + ax® + bx?
geht durch den Punkt
T(1]-15) und weist dort
eine Steigung von —32 auf.
a) Ermittle die Parameter a und b!
[Zeige, dass (a|b)=(—4]|-12) gilt.]
b) Zeige, dass flr die Schnittpunkte
P und Q der Tangente tr an G
in T die Beziehung T=Mpq qilt.

c) Ermittle die Koordinaten jener
Punkte R und S auf G, in denen die
Tangenten an G parallel zu ty verlaufen.

d) Berechne den Schnittpunkt von tg und ts! Was fallt dir auf? Begrinde dies!

11) Genal3 nebenst ehender

Abbi | dung i st der G aph
der Pol ynonfunktion f mt
der Funkti onsgl ei chung
y=f (x) =x°-5x*+8x3+ax?+bx
gegeben, wobei x=2 fir X+
f sowohl Null- als
auch Wendestelle ist.

v+

a) Ermttle die Paraneter
a und b [ Zei ge, dass
(alb)=(-4|/0) gilt!].

b) Diskutiere die Funktion und begrinde obige Gestalt von

G! Fur die die differential geonetri sche wi chtigen
Punkte reicht es, die x-Koordinaten zu berechnen,
j edoch unter Verwendung von Wirzel ausdr icken!

c) Ermttle unter Verwendung von Wirzel ausdricken di e x-Ko-
ordi naten jener Punkte auf G, in welchen die Tangenten
paral l el zur Tangente immttleren Wendepunkt W
ver | auf en!

Freiwi | liger Zusatz: d) G verlauft punktsymretrisch W
Formul i ere di es Uber eine
ent sprechende Funkti onal -
gl ei chung und bewei se di ese!



12) Genmall nebenst ehen-
der Abbil dung i st v+
der G aph der Poly-
nonfunktion f mt der
Funkti onsgl ei chung

y=f (x) =x®-39x°+360x* \

P

X+

gegeben.

a) Berechne alle Null-
stell en und Wende- w
punkte von f und G!
Kl assifiziere
| et zt ere auch!

b) Begrunde, warum di e x-Koordi nate jenes Kurvenpunkts P,
in wel chemdie Tangente tp parallel zur fallenden Wen-

dent angente von G verlauft, imlintervall [-3;-2] liegt.

13)

Gegeben ist die Polynomfunktion f mit|,, _ — U5 4 3 2
Inebenstehender Funktionsgleichung|. y_f(X) =X - 28 +261" - 81K
Zeige, dass G u.a. den Wendepunkt W,(6]y) besitzt und berechne unter
Verwendung von Wurzelausdriicken die x-Koordinaten (und nur diese!)
jener Kurvenpunkte P; und P, in welchen die Tangenten an G parallel zur

Wendetangente an G in W, verlaufen (siehe Abbildung unten). Kon-

trolliere die relativ gute Ubereinstimmung mit den Werten - % und %!
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14)

Gegeben ist die Polynomfunktion f mit y :f(X) — X5 _ 17X4 +88(3 _ 144;(2

Inebenstehender Funktionsgleichung|.

Zeige, dass G u.a. den Wendepunkt W,(3]y) besitzt und berechne unter
Verwendung von Wurzelausdriicken die x-Koordinaten (und nur diese!)
jener Kurvenpunkte P; und Py, in welchen die Tangenten an G parallel zur
Wendetangente an G in W» verlaufen (siehe Abbildung unten). Kon-

trolliere die relativ gute Ubereinstimmung mit den Werten - g und %!
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In nebenstehender Figur ist 1974 /5/
der Graph der Funktion f ///] /
(y=f(x)=x?-72x"1) zusammen \/ /
mit seiner Tangente t im Kur- 7 A /
venpunkt T(3|yr) abgebildet, v P
welche mit I'ys auBerdem noch den g
Punkt S gemeinsam hat. Begrinde dies, /7/2 X+
berechne die Koordinaten von
S und ermittle ferner die Koordinaten jener Kur-
venpunkte T, und T», in welchen die entsprechen- T
den Tangenten t; und t; parallel zu t verlaufen. o

Berechne auch die Koordinaten der zweiten ge-

meinsamen Punkte S; und S> von t; und t> mit T:.



Anwendungen der Differentialrechnung

Themengebiet: Anwendungsorientierte Optimierungsaufgaben
Klasse: 7A(G), 2011/12

16) Nebenstehend ist die Verpackung einer Tiefkuhl-
kost zu sehen, wobel die exakte Situation in obigem
Szenario dargestellt ist. Aus Lagerungsgriinden soll
y eine feste Lange von 16cm aufwei sen, wobei
der Inhalt der Packung 1,44 Liter betragen soll.

a) Ermittle jenes Wertepaar (x|z), fur welches der
Materialverbrauch fur die Packung minimal ist
und begriinde sowohl das Vorliegen einer ent-
sprechenden Minimumstelle als auch die Ein-
deutigkeit der Losung! Verwende (falls tGiber-
haupt notwendig, denn hier gilt bel der Anwen-
dung des Horner-Schemas ausnahmswei se ein-
mal: Probieren geht Uber Studieren!) die Resul-

tate der Ubungen (w?+10w+60)-(w—6)=... sowie (W*+15w+135)-

b) Produktionschef Ritzi wollte Zeit sparen (Warum as
Produktionschef Differentialrechnung anwenden, wenn man
sich von der noch dazu hiibschen Tochter des Chefs zu einer

Party einladen lassen kann?© ) und entschied sich fir
(x]2)=(10]9). Zeige, dass die Losung aus a) gegeniiber
Ritzis"Losung" fast 9% Materia kosten einspart!

17) Wie obige Aufgabe 16), nur dass jetzt x aus Lagerungsgrin-
Den 16cm lang sein soll und der Inhalt der Packung 0,768
Liter aufzuweisen hat! Zeige, dass Ritzis Lésung — Dieses
Mal hinderte ihn ein Candlelight-Dinner mit der anderen Tochter

Ciglo /. Broccoli
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gegentber der optimalen Losung um 10% mehr M aterialkosten verursacht! Verwende (falls Gberhaupt
notwendig, denn auch hier gilt bel der Anwendung des Horner-Schemas wiederum: Probieren geht Uber

Studieren!) die Resultate der Ubungen (w?+12w+48)-(w—4)=...

sowie (W?+12w+48)-(w—12)=...!



18) Ein ehemaliges M atur abeispiel deines M athematikprofessors:

4) Das Jlingste Gericht - eines der Hauptwerke von 6P.
Michelangelo Buonarroti - ziert die Altarwand der
Sixtinischen Kapelle in Rom. Das Fresko ist anndhernd
rechtwinkelig, ungefdhr 1om-breit und17.04mhoch. 1,42
Meter tiefer als der untere Rand des Gemdldes befindet
sich das Auge eines Betrachters. Welcher Ort in der
Kapelle ist als glinstigster Standpunkt zur Betrachtung
des Kunstwerkes auszuwdhlen,h sodass der Sehwinkel méglichst grof wird?

Gib die dafiir notwendige Entfernung sowie den gréltmoéglichen Sehwinkel an!

Hast du eine Erklarung dafir, weshalb der Schiler den Textteil "10m breit" durchgestrichen haben kénnte?

19) Ebenso ein ehemaliges M aturabeispidl:

3) Gegeben ist ein quadratisches Blech mit der Seitenlédnge s. Von den Seiten aus wer-
den gleichschenkelige Dreiecke, die die Quadratseiten zur Basis haben, ausge-
schnitten. Es entsteht ein sternformiges Netz einer quadratischen Pyramide (Fig.
samt Beschriftung!). Wie gro3 muf3 die Hohe x obiger Dreiecke sein, damit die aus
dem Netz bildbare Pyramide das groBtmogliche Volumen besitzt? Ermittle ferner die
Lénge der Basiskante a und der Hohe h, sowie das Volumen V der Pyramide in Ab-
hangigkeit der Quadratseite s.

20) Christine hat sich Max fur "ihr" Loft (in das sie mit min-
destens einem weiteren Sonntagskind gezogen |
ches eine auRerst groRziigige Raumhoh
bildung zu entnehmen ist) auf e|
nen lassen, welches nun Uber ihr Y
von 25,8cm héangt. In welchem Normal and von der "Pos-
terwand" sollte sich unser Sonntagskind fegend auf ihr Bett
"knotzen", um Maxi unter maximalem Sehwinkel genie-
Ren zu kénnen? Wie groR ist dieser maximale Sehwinkel?

0 . ¥




21) Nicht nur die Sonntagskinder der Matura-  MaBe in cm!
klasse 8A (2012/13), sondern auch Anna,
Denise und Ulli griinden mit Studienbeginn
eine WG (wo sie — siehe unten! — auch ger-
ne mal wilde Faschingsparties feieren), fr
die Denise aufgrund ihrer florierenden com-
pany [(SCH)MOL-Tankstellen! ©] sofort
ein Heimkino kauft, was die drei Damen
gleich am Einweihungsabend vor ein (no-
nal) elementarmathematisches Problem
stellt: In welchem Abstand x von der Lein- gf ¢
wand (genaue Mal3e und Positionierung:  E
vgl. Abbildung rechts oben!) erblicken
die Zuschauer der ersten Reihe die Lein-
wand unter maximalem Sehwinkel ?

Wie grol3ist dieser maximale Sehwinkel ?

22) Conny und Julia wollen beim n&chsten
Schulfest ihren Film "Comeo und Julian”
auf DVD verkaufen. Um optimalen Gewinn
zu erzielen, haben die beiden Damen eine
Umfrage durchgefiihrt, welche zu folgenden
beiden Erkenntnissen fihrte:

@ Ein Verkaufspreisvon
6€ pro DVD wirde zum
Absatz aller Exemplare fuhren.

@ Jeder € Preiserhéhung bewirkt
einen Kauferschwund von 5%.

a) Wieviel € sollten die enrenwerten
Produzentinnen fur eine DVD verlan-
gen, um optimalen Gewinn zu erzielen?

b) Prompt kénnen sich Conny und Julia[unter Befolgung von a)!] am Abend des Schulfests
2012 Uber den Absatz so mancher Exemplare freuen und haben damit 1014€ eingenom-
men. Wie viele Exemplare haben sie somit mitgebracht und wie viele bleiben ihnen tbrig?

23) Esist janun wahrlich nicht so, dass nur Christine gerne ein Poster von Maxi hétte,
viel mehr mdchte jetzt auch Hammy ein " Lemmy" -Poster (fir den Fall, dass
sich Lemmy noch einmal fur Gber ein Semester nach "Fraungreisch” vertschiisst), wobei
folgendes Problem auftritt: Leisten kann sie sich "nur" einen Druck auf einen 3,6m?
grof3en rechteckigen Bogen, wobel sie aus asthetischen Griinden links bzw. unten einen
5 bzw. 8cm breiten Rahmen wiinscht und aus nahe liegenden Grinden fordert, dass der
mit Lemmy bedruckte Teil des Bogens einen moglichst grof3en Flacheninhalt aufweist.

a) Wie grof3 sollte daher die Lange bzw. Breite des Bogens gewahlt werden?
b) Wie viel Prozent des Bogens nimmt das Lemmy-Poster ein?



24) Aus dem [ebenso wiein Aufgabe 23)!] verzerrungs-
fahigen Maxi(malen! ©) Bild fur Christine aus Auf-
gabe 20 soll eben gerade fur unser Sonntagskind ein
Poster gemacht werden, wobei Kommilitonin Caro
ihr dies a's Einstandsgeschenk for ihr Loft (vgl. Auf-

gabe 20!) Uberreichen mochte. Finanziell kann sie
sich einen Druck auf einen 2,88m? grofRen rechtecki-
gen Bogen leisten, wobei sie sich aufgrund proporti-
onaler Erwagungen fir einen linken Rand von 20mm
Breite und einen unteren wie oberen Rand von jewell
45mm entscheidet und ferner (fur Christine) méchte,
dass der [mit Maxi(mal)] bedruckte Teil des Bogens
groitmaglichen (maximalen) Flacheninhalt aufweist. |

UJ

a) Berechne die sich aus obigen Forderungen
ergebende Lange bzw. Breite des Bogens! 0

b) Wieviel % des Bogens nimmt Maxi(mal) ein?

25) Die 8A (2012/13) hat eine Maturazeitung geschrieben .
(siehe rechte Abbildung!). Ihr Klassenvorstand hat sich ﬂ L
am potentiellen Kaufermarkt erkundigt, wie viel Geld
die Interessenten denn bereit wéren, auszugeben und
kam zur Erkenntnis, dass bel einem Verkaufspreis von
2€ pro Zeitung die gesamte Auflage restlos aufgekauft
sein wirde. Fir jeden € Preissteigerung wirde
der Kéufermarkt um (nur!) 10% schwinden.

> — - m =z =mm o o8

a) Umwieviel € pro Zeitung sollte das

Machwerk daher verscherbelt werden?

b) Wie hoch war die Auflage, wenn die Kassachefs Karin und
Karim am Ende des V erkaufsmarathons 1080€ eingenom-
men haben und wie viele Exemplare bleiben fir die Lehrer
und Schiller der 8A als Gratisexemplare Ubrig?

26) Um die Frage nach der optimalen Gewinnerzielung
beim Verkauf der von Lehrern der 8A (2012/13)
geschriebenen Maturazeitung (Prof. R. zeichnet fur
die Spitznamen auf dem nebenstehenden Titel blatt
verantwortlich, der Gewinn wird zum Grofdteil fur
die Maturafeier verwendet!) zufriedenstellend be-
antworten zu kdnnen, wird Bora-Bora-Nora von

Prof. R. mit einer entsprechenden Umfrage beauftragt. E
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Nach nur wenigen Tagen riickt die emsige Bora-
Bora-Noramit folgendem Ergebnisbericht heraus:
Bel einem Verkaufspreis von 4€ (viele Farbfotos!)
pro Zeitung wirde die gesamte geplante Auflage
von 200 Stiick gekauft werden. Bel einer Erho-
hung des Verkaufspreises sinkt die Kéufer-

zahl pro € Preisanstieg um 20 Stuick.

a) Wievid € sollten die Lehrer der 8A daher fir
eine Zeitung verlangen, um moglichst viel Ge-
winn (fur eine schbne Maturafeier) zu erwirt-
schaften? Wie hoch ist dieser Gewinn dann?

b) Wie viele Exemplare bleiben fur die 8A
und ihre Lehrer a's Freiexemplare tbrig?
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