Ubungsbeispiele sowohl fur di
m dreistindige Schularbeit als

auch die schriftliche Matura
(8C, Realgymnasium, 2008/09)

Diese Beispiele sollen durch die sowohl flr die dreistiindige
Schularbeit als auch die schriftliche Matura relevanten
Soffgebiete fihren, wobei an dieser Stelle mit der
IAnalytischen Geometrie der K egelschnittd

ein Kapitel der 7. Klasse exemplarisch nochmals

aufgerollt wird, und zwar anhand von Aufgaben, deren
"Bausteing" geradezu charakteristisch fur Maturabeispiele sind. =

ACHTUNG! Ein bloRes "Auswendiglernen" der Beispiele ist sicher
keine ausreichende Matura- resp. Schularbeitsvorbereitung, da du
deine erworbenen Kenntnisse sowohl bei der dreistiindigen Schul-
arbeit alsauch bei der schriftlichen Matura auf Problemstellungen
anzuwenden hast, die zwar nicht ganzich neuartig, aber zum Tell
in der Form wie bei der dreistiindigen Schularbeit resp. der schrift-
lichen Matura gestellt in dieser Aufgabensammlung nicht enthalten
sind! Ein eigenstandiges L 6sen dieser Aufgaben (bis auf jene, die
wir in diversen Schullbungen gemeinsam bearbeiten werden) ist ei-
ne absolute Notwendigkeit fiir ein angemessenes Ubungsprogramm!

1) Zum Aufwéarmen ein einfaches Ellipsenbeispiel mit einer (ausgepr agten!)
Verbindung zur Linearen Analytischen Geometrie:

N A A A A A A A A A A A A A R A A A
... bel Kegelschnittsaufgaben stets gegeben (wie die Erfahrung — Wintersemester 2007/08! — lehrt)!!!

[Saiz]Sind C und D die Nebenscheitel einer Ellipse ell in erster Hauptlage, fir

welche e= by/2 gilt sowie E ein beliebiger Punkt auf ell, so verlauft die
EuLErsche Gerade® des Dreiecks DCDE parallel zur Nebenachse von ell. ;

Verifiziere diesen Satz fir den Punkt E(9]3)!

2) Nebenstehende (Zumutung?® einer! ©) Skizzeillustriert eine
Tangentenkonstruktion fr die Tangente tp an ell (erste Haupt-
lage, halbe Haupt- bzw. Nebenachsenlange a bzw. b) in P.

Beweise diese K onstruktion oder/und(!) tberpriife sie fir P(15)ys>0) und ell.: 16x*+ 25y° = 10000)!

Anmerkung: Dein matheprof(.at) und Albert EINSTEIN (1879—1955) verdecken deshalb einen Teil des Textes, weil du
zunéchst selbst probieren soll(te)st, dieillustrierte Konstruktion ohne zusétzliche verbale Beschreibungen
nachzuvollziehen. Fur alle Félle findest du diesen Textteil ohne Hintergrundbild bei den Lésungen! ©

1Zur Erinnerung: Auf der EULERschen Gerade eines Dreiecks liegen die merkwiirdigen Dreieckspunkte H, S
und U (... und dies Ubrigens so, dass stets HS= 2+SU gilt und S zwischen H und U liegt).

ceveee...... A0er gut beschriftet, und diesist die halbe Mietel ©




3) In nebenstehend abgebildetem K oor-
dinatensystem sind eine Ellipse samt v+
ihren Brennpunkten sowie jenem Tell
einer Tangente eingezeichnet, welcher
zwischen den Lotful3punkten der
Brennpunkte auf die Tangente liegt.

a) Esist anhand der konkreten Ellipse
el [ell.: 9x* + 25y = 2082249
fur T(blyr>0) nachzurechnen,
dass der Mittelpunkt der einge-
zeichneten Tangentenstrecke stets
auf der Kurve n mit der Gleichung
n: (X + y?)? = & + by? liegt,
wenn von der Ellipse ell mit der ell
Gleichung ell.: b*? + ay? = &b’
ausgegangen wird (Dabei ist mit Briichen,
nicht mit Dezimalzahlen zu rechnen!).

b) EslaRt sich mit etwas scharferen Geschiitzen (gleichsam "Integralrechnung auf der Uberholspur”)
zeigen, dass der von n umschlossene Bereich einen Flacheninhalt von (a2 + b2) aufweist.

Zeige unter Verwendung dieser Formel, dass dieser Flacheninhalt um genau so viel grof3er als
der Ellipsenflacheninhalt ist, als der Flacheninhalt eines Halbkreises mit dem Radius a—b'!

4) a) Beweise folgende alternative geometrische Interpretation des Parabel -

parameters p aus der Parabelgleichung par.: y==2pX|: Pist die y-Koor-
dinate des direkt tber dem Parabel brennpunkt liegenden Parabel punkts.

b) Ubertragt man das Ergebnis aus a) auf die Ellipse, so ist fir die Ellipse el mit der Gleichung )
el b°° + ay* = &b (0.B.d.A. in erster Hauptlage, ergo a>b) zu zeigen, dass ihr Parameter exakt < ergibt.

c) Fur eine Parabel par in erster Hauptlage und eine Ellipse ell in (erster) Hauptlage gilt folgender
Bezeichnet k das Verhéltnis des Parabel parameters zum Ellipsenparameter
sowie Kgi bzw. Kpy die Steigung der Ellipsen- bzw. Parabeltangente in einem
Schnittpunkt von par und ell, so gilt die Gleichung e : Kear = (K “+1)%.

Verifiziere diesen Satz firr die Ellipse €l.: 3x? + 4y? = 2352 und die Parabel par.: y* = 144x!

5) ... Erkenntnisse ausder Nachbarklasse ... ©

Zwei Tage nach ihrem 16. Geburtstag L/
entdeckte die "Inkognito-Mathematikerin" @ K5 N
N. GARFIAS folgenden (Satz von GARFIAS, 2007), o = /

vgl. dazu auch die nebenstehende Abbildung!

Legt man in einem Punkt T(xT|yT) einer gleichseitigen Hy- /e
perbel hyp, welche die Koordinatenachsen als Asymptoten 4
besitzt, sowohl die Tangente tr als auch die Normale nT, er-

mittelt den zweiten gemeinsamen Punkt P von nT und hyp, ‘
legt ebendort auch die Normale np an hyp und schneidet -

schlieBlich np mit tr, so gilt fur diesen Schnittpunkt G :{i‘i
("GARFIAS-Punkt”) die Darstellung |Gl + =2 |y, 42 ) b

Bestétige dieses Juwel der Elementargeometrie fur den Punkt T(432|576), wobei hyp die
Koordinatenachsen als Asymptoten besitzt! [Zur Kontrolle: P(-768 | -324), G(-93 | 1276)]

Zusatz (RESEL, 2007): Kontrolliere am vorliegenden Beispiel [T(432 | 576)], dass fur den Flachen-
X3 fy%‘ gilt! [Zur Kontrolle: n=656250]
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