34) In nebenstehender Figur

35) Zeige, dass der Schwerpunkt des nebenstehend geféarbten Flachen-

sind die Graphen der Polynom-
funktionen f und g mit den Funkti-

onsgleichungen y = f (x) = x® - 6x2
und y = g(x) = x* - 12x? + 36x so-
wie das von Gy und G4 begrenzte Gebiet
abgebil det.

a) Beschrifte die Graphenin der
Abbildung und begriinde deine
Entscheidung jeweils!

b) Zeige, dass H;H, :Tf—Tg gilt. Daeine
Polynomfunktion durch Vorgabe des Hoch- und Tiefpunkts
ihres Funktionsgraphen eindeutig festgelegt ist und sowohl
f als auch g normiert sind, folgt daraus, dass G; und G4 kon-
gruent sind, was sich durch eine Gleichung der Form

(x)+a=g(x+b)| (*) ausdriicken l&fdt. Gib aund b an, begrin-

de deine Wahl und beweise, dass (*) inder Tat *" x I Rgilt.

¢) Berechne den maximalen vertikalen Durchmesser des oben
geférbten Gebiets sowie die Koordinaten der Endpunkte F
und G. Zeige, dass die Tangenten an die jeweilige Kurvein
F und G zueinander parallel verlaufen und begriinde dies
allgemein anhand der Genese dieser Extremwertaufgabe!

d) Berechne den Flécheninhalt sowie die K oordinaten des Schwer-
punkts S(x|h) des gefarbten Gebiets! Kontrolliere, dass S=M g gilt!

e) Das gefarbte Gebiet wird durch die x-Achse in zwel Telle geteilt.
el) In welchem Verhdtnis erfolgt diese Teilung?
€2) Zeige ohne Rechnung unter V erwendung von d), dass durch

Rotation jedes der beiden Teilgebiete zwei Drehkorper von
gleichem Rauminhalt (Wie grof3ist dieser?) entstehen.

sticks die Strecke PQ ziemlich genau im Verhdltnis 47:151 teilt!

36) Gegeben sei eine Ellipse ell in erster Hauptlage mit dem Hauptscheitel B(a/0) und dem

Nebenscheitel D(0/b). Die Diagonale BD des Vierecks OBED [mit E(a/b)] begrenzt
zusammen mit ell im ersten Quadranten ein Flichenstiick. Zeige, dass der Schwerpunkt
S dieses Flichenstiicks auf der zweiten Diagonalen dieses Vierecks liegt.

37) Der Hochpunkt des Graphen G; einer Polynomfunktion dritten Grades liegt auf der x-Achse. Wird der

von der Hochpunkttangente ty und G; begrenzte Bereich um ty gedreht, so entsteht ein Rotationskorper.

In welchem Verhdltnis teilt sein Korperschwerpunkt die Korperhohe?

38) Der Graph I'; einer Polynomfunktion vierten Grades [ besitze

einen Wendepunkt W, mit horizontaler Wendetangente 2y,

Rotiert das von I'y und ty, begrenzte Flichenstiick um ty, , so entsteht ein Drehkorper.
In welchem Verhiltnis teilt dessen Kérperschwerpunkt die Kérperhhe?



39) Nebenstehend ist die Kubik
n mit der Gleichung
n: y? = x3—432 zusammen mit
ihren Wendepunkten und einer
Wendetangente t abgebildet.

a) Berechnedie Ko-
ordinaten von W!

b) Weise die Oskulation
zwischen n und t nach!

¢) Berechnediekleinste
natirliche Zahl n, for
welche es einen reellen
Kurvenpunkt auf n mit
der x-Koordinate n gibt.

d) Rotiert n (und damit der geférbte Bereich) im Intervall [n;xy] um die x-Achse, so entsteht ein Drehkorper.
Manu behauptet selbstsicher (siehe Foto dariiber!), dass der Schwerpunkt dieses Kérpers die Kdrperhdhe
im Verhdtnis 2:1 teilt. Ali teilt diese Meinung nicht mit Manu. Wasist denn nun wirklich der Fall?

40) Gegeben sind die Funktionen f und g mit | 41) Innebenstehender —
den Funktionsgleichungen f(z) = z® — 1 und Abbildung sind einige
g(z) = 23 — 2. Vertreter der Kurven-

schar mit der Schar-

(a) Diskutiere beide Funktionen, berech- | gleichungy =x°—tx*
ne die Koordinaten ihrer Schnittpunkte | (Scharparameter t) ab-

und zeichne beide Funktionsgraphen in | 9€bildet, und zwar jene
einem Schaubild. den Werten 1, 2, 3, 4 und

: 5 entsprechenden Kurven.
(b) Berechne den Inhalt sowie die Lage des | Jede Kurve aus der Schar

Schwerpunktes S jenes Fléchenstiicks, begrenzt mit der x-Achse |~
welches die Graphen von f und g mit- ein Flachenstlick. Die (in
einander begrenzen. der Abbildung auch ein-
gezeichneten) zugehori-
gen Flachenschwerpunkte liegen dann wieder auf einer Kurve, und zwar auf

jener mit der Gleichung y = (— %)X x* (Ein Bogensttick
davon ist ebenso in der Abbildung zu finden!). Beweise
dies oder/und(!) verifiziere diesen Satz fur einen selbst

gewdhiten Wert fr t [oder/und(!!) wahle t=35].

y+

42) Gegeben sind die Polynomfunktionen f und g mit den Funktions-
gleichungeny = f(x) = 2ax’—3a’x +a’ undy = g(x) = x*—ax*.

a) Zeige, dass G; und G4 einander in ih-
rer gemeinsamen Nullstelle oskulie-
ren (vgl. nebenstehende Abbildung!).

b) Tommy (der im ersten Quadranten wirkt,
asware er nie und nimmer dazu in der
Lage, aufbrausend zu sein! © ) errechnet
fUr die Lage des Schwerpunkts S des von
der y-Achse, G; und G4 begrenzten (in der

Abbildung gefarbten) Bereichs s(g T)

Dave (der Tommy gegentiber im zweiten Quadranten schon kritische
Haltung einnimmt!) sagt fur eine der beiden Koordinaten aber et-
was Anderes an und behdlt [da er (wieder!) in Hochformist]
tatsachlich Recht. Also: Wo hat sich unser Irrlicht geirrt?o




43) Gemal3 der angegebenen Skizze sind G; und G4 Graphen zweier Polynom-
funktionen dritten Grades f und g, welche die Gerade h[P(2[-10), Q(8-64)]
in P bertihren und in Q schneiden, wobei sowohl G; als auch Gy mit h ein
Gebiet mit einem F&cheinhalt von 27 begrenzen.

y+

a) Ermittle die Funktionsgleichungen von f und g!

b) Zeige, dass der Schwerpunkt S des von Gy und G4 begrenzten
(in der Skizze gefarbten) Gebiets auf der Strecke PQ liegt.
In welchem Verhdltnisteilt S die Lange der Strecke PQ?

44) Eine zur y-Achse symmetrische nach unten geoff-
nete Parabd begrenzt mit den positiven Koordina-
tenachsen ein Gebiet, welches bel Rotation um die
x-Achse einen Drehkorper erzeugt. In welchem Ver-
haltnis teilt dessen Schwerpunkt die K érperhthe?

45) - Legt man in einem Punkt der Kurve ¢ mit der Gleichung c: y = ax>+ bx die Tangente, so begrenzt diese mit

der Kurve ein Gebiet, dessen Schwerpunkt auf der Kurve n mit der Gleichung n:y = %X x> + bx liegt.

Beweise diesen Satz oder/und(!) verifiziere ihn fir die konkrete Kurve
c[c: y = 7x®— 625x] anhand des Punkts P(-5]ys), siehe Abbildung rechts (unten)!

Wien, im September 2008. Dr. Robert Resel, e. h.

_ Losungen zu ausgewahlten ab-
& schlieRenden Ubungsbeispielen

(INTEGRALRECHNUNG
8C, Realgymnasium, 2008/09

1) b) Astieire= %, Auaia =392, daher Ascnisite : Aquadra = 243 490

- D — D . - _ 3°
C) VTropfen— 651%1 ) VDoppeIkegeI - 5438 ) daher VTropfen-VDoppelkegel - —é?ggog - fo 7

2 8 H[-4240V3) T{- 4 24043} wi(- 8l160) (- 8- 160)
b) P(- 2320), - 2540), A perscn= 152

3) d) 15

4) par.:y’=-Yx’+2, V =22 cm? dso ca 59 pro Glas, Héhe 4cm, Breite 2x (\/E + 1) » 4,83cm



5) b) F2 =57600; F1 = F3 =43200 —F1: F2: F3 = 43200:57600:43200 = 3:4:3
c) P(45{675\/7 ); Fast! Exakter (Ersatz-)Wert fir b: 3\/%

6 a H(@3v3a"), W(av3|v3a"), Savz4a’)
b) beide 32

7) a) 35, F —% Fgrij[&tesRechteck: (b;;)a

16(b-a)°p

b) 256:369, V(D,) = ===
¢) Der Zylinder ist Wenlger hoch als das Rechteck lang, dafiir breiter!

8 a kiy=2%
b)%

9) a v=rt

10) Volumsverhdtnis 8:9; 1:2, wobei S der Schnabel spitze ndher liegt!

12843

11) exaktes Volumsverhdltnis ==

51243

12) exaktes Volumsverhdtnis =5

13) exaktes Volumsverhltnis 1268 = 3_195

15) 8 hly?=d*(H?), bV = Zxd?rh  d) R(2[-2¢), @ d:h=5% pzw. h:d =%
16) a) P(6l6)

b) M(14[0), r=10
) Kugelkalotte: h=2, V=28 m=3062

17) u=88
18) u=190

19) b) exakter Umfang: (8v2 - 4+ p2)it, =435 fir t=37
¢) exakter Flacheninhalt: (% - 2p)xt?, u=1573 fir t=25

20) b) L=122

22) M=2072p, 0=4128p

23) a) 16h%y? = 27d?x?x(x + h)

24) b) dy=33, d,=44, ) M=17106

25) Wegen a=85 ist dieser Korper somit 170cm hoch und 113,33cm breit. Je nach derzeitigem Wachstumsstand
der jungen Bruder von Ali G. und Manu konnten sie evtl. knapp an die Héhe des Kdrpers herankommen! @

26) M =%



29) Tlpp Wegen der in nebenstehendem Kast- 6) Beweise folgende Tangentenkonstruktion fiir Parabeln (hier: fir Normparabeln!): Projiziert man den
chen [Ub Bertithrungspunkt T auf die Symmetrieachse der Parabel und spiegelt diesen Punkt T" am Scheitel S der
ungsaufgabe 6 der 5E(2007/08)

. " . " Parabel. so erzeugen der gespiegelte Punkt T und T die Tangente an die Parabel in T. (Wahle 0 Bd.A y=x1)
zum Kapitel "Funktionen”, kann auch

in der achten Klasse zum Uben nicht schaden! @ | erlauterten Eigenschaft der Parabeltangente (Anm.: Dies war
bei der "Kegelschnitts-Schularbeit” der 7B im Janner 2008 an einem konkreten Beispiel zu verifizieren!) ist der

Ansatz P(Y2h|r) fir die Parabel zu empfehlen! [Zwischenresultat] fir M:M = A"-X( > r3) , dann raus mit dem
h (Regel von HORNER!) usw.

30) @ a=1
b) M = 8886240 || = 8056175 | dfann kiirzen (Teilbarkeitsregeln 2. Klasse!)
31) Stimmt!

32) Lsg. & statt 1!

34) b) a=32, b=2, ¢) F(327), G(3[27), d) A =216, S(3)0), el)1:1

35) Ssilsi)

36) Benutze die Formel fir den Flacheninhalt einer Ellipse ohne Bewel's, bestétige —(%5 —(—5) und folgere

daraus ST gog!

37) 5:3, Ansatz: y=F(x)=x’(x-a), dann gilt: (%

)

38) 7:3, Ansatz: y=f(x)=x"(x—a), dann gilt: (22

39) a) W(12]36), b) ... flhrt auf einen vollsténdigen Kubus!
c) n= |_\°’/ 432J+ 1=28, wobei [a] die nachstkleinere ganze Zahl kleiner (oder gleich) a bezeichnet
d) Ganz genau erfolgt die Teilung wegen S\132 ‘O|O) im Verhdtnis 253;127!

40) a) f: S(OF-1), N(1]0), streng monoton wachsend auf IR{ 0}
g: H=N.=N(0[0), T(2|- £), W(3|- 2), N&=N von
G GG, ={5(-1- 2 N}
=4,90-9)

42) @) vollstandiger Kubus!!

b) x stimmt, h hat unser Irrlicht knapp verfehit! Esgilt h = ZfT”; . Offensichtlich hat Tommy im Sinne des positi-

ven Denkens den Finfer im Nenner un(ter)bewusst durch einen Vierer ersetzt und dann "richtig falsch" gekrzt!

43) a) y f( )=1x ( x3+12x2—72x+64), y=g(x)=%X(x3—12x2)

4

B|_22) | PS:SQ=3:2
44) 5:11

45) teNc={ P?(sic!), Q(10[750)} , S(4/0)



