14) Die g-Regel fiir die Normalverteilung besagt bekanntlich, dass fiir eine normalverteilte Zufallsvariable X
mit dem Erwartungswert p und der Standardabweichung ¢ die Beziehung P([X—u|<g) = 68.26% gilt.
Betrachte nun die Zufallsvariable X mit Q=[0:t] und der Dichtefunktion o(x)=6-t*-(Nt-Vx—x), wobei t>0.
a) Zeige zunichst, dass sich ¢ formal fiir jedes t=0 als Dichtefunktion eignet.

b) Berechne den Erwartungswert |1 von X!

¢) Berechne die Standardabweichung o von X und leite fiir X ebenso eine -Regel her!
Gib das Resultat auf Zehntelpromille genau an!

15) Die 6-Regel fiir die Normalverteilung besagt bekanntlich, dass fiir eine normalverteilte Zufallsvariable X
mit dem Erwartungswert (L und der Standardabweichung ¢ die Beziehung P([X—u|<c) = 68.26% gilt.
Betrachte nun die Zufallsvariable X mit Q=[0:t] und der Dichtefunktion o(x)=20-t-(t-x’—x"), wobei t>0.
a) Zeige zundchst, dass sich ¢ formal fiir jedes t=0 als Dichtefunktion eignet.
b) Berechne den Erwartungswert 11 von X!

¢) Berechne die Standardabweichung o von X und leite fiir X ebenso eine o-Regel her!
Gib das Resultat auf Zehntelpromille genau an!

16) Kurz vor seiner Pensionierung im Jahr 203X hélt Prof. H. (in nebenstehender Abbildung
simuliert gealtert! J) seine letzte dreistiindige Schularbeit ab. Er betritt die Klasse piinktlich
um 8", da er um 11% ebenso piinktlich bei einer Lehrergeburtstagsfeier sein méchte und
nimmt erst frilhestens ab 10° Arbeiten entgegen. Aufgrund langjahriger Erfahrung und sta-
tistischer Hilfeleistung seines Kollegen Prof. R. (unter Prof. H. ebenfalls simuliert gealtert! J)
weiR er, dass die ab 10% in Stunden gemessene Arbeitszeit als stetige Zufallsvariable mit dem
Ereignisraum W =[0;1] nach der Dichtefunktion j mit der Funktionsgleichung j (x)=a(x"—x")
verteilt ist.

a) Ermittle a(in Abhangigkeit von n)!
b) DaProf. H. jabekanntlich Deutsch und Franzdsisch unterrichtet und sich fir diese beiden

Gegenstande verschiedene Werte des Exponenten n ergeben, ist der fir Deutsch spezifische
Exponent n zu ermitteln, wenn die durchschnittliche Gesamt-Arbeitszeit 2h40°32"" betréagt.

¢) Wievie % der Schiler schreiben gemal’ dem vorliegenden stochas-
tischen Modell Ianger as diein b) angegebene Durchschnittszeit? _

17) Finf Gruppen von "Alt-Franzosen" (wie ihr es seid! @)
schreiben 1m Mehrzwecksaal emes Wiener Gyvmnasiums
zusanunen ithre erste zweistiindige Schularbeit. Insgesamt
sind 102 Schiiler anwesend, welche von 10" bis 12" Zeit
haben. thre Franzdsischkenntnisse unter Beweis zu stel-
len. wobet erst ab 1 1" (ab der Halbzeit mitten in der 11h-
Panse!) Arbeiten entgegengenommen werden. Prof H.
und Prof. B (siehe Abbildung rechts bei emem ihrer
Opendir-Konzerte im Juni 2007, thr eninnert euch? @)
halten die Aufsicht. wobei Prof H. als Fachmann und
Prof. E_ as "statistical analyst” vertreten ist. Letzterer
méchte anhand dieser Stichprobe die Hypothese tiberprii-
fen, derzufolge die von 11" an in Stunden gemessene
Zeitspanne bis zum Abgeben als stetige Zufallsvariable X
mit O=[0:1] gemilb der Dichtefunktion © mit |q:-{x} = 6}(2-(1—):3}1 verteilt 1st [wie mittlerweile
jahr{zehnt)elange empirische Untersuchungen bei diesem speziellen Typ von Schularbeit nahegelegt haben].

a) "Kontrolle ist besser als Vertrauen!”. in diesem Sinn: Uberpriife, dass © tatsachlich Dichtefunktion einer
stetigen Zufallsvariable X nut 03:=[0:1] 15t und skizziere den Graphen ("Kurvendiskussion hight"!).

b) Berechne [1:=E(X) und emmmittle sodamn jenen Zeitpunkt, zu
dem die durchschunittliche Arbeitszeit erreicht werden sollte.

c}  Wie viele der 102 Schiiler sollten gemal des zu tiberpriifenden
stochastischen Modells die durchschnittliche Arbeitszeit {iberschreiten?

d) Berechne die Varianz von X und nimm zur Giite der Approximation (X )= IET-" Stellung.

e} Berechne P(X—1|<T), wobei die Niherung aus d) zu verwenden 1st.
Wie viele von 77 Schiilern, welche in einer in der Nihe gelegenen Schule emne
Schularbeit vom gleichen Tvp schreiben, sollten daher gemiB des vorliegenden
stochastischen Modells eine Arbeitszeit aufweisen. die gerade in diesem Bereich liegt?

f) Berechne den Median von X und ermuttle auch den entsprech-
enden Zeitpunkt. Was sollte zu diesem Zeitpunkt passiert sein?



Die Aufgaben 18) bis 20) beziehen sich auf die n&chsten drei Horrorprojekte von "Reli-Roli" J:

18) Mit "R.0.L.I. presents: Mad Mike" versucht sich Roli erstmals abseits
des Brachial-Horrors an einem Psychothriller, in dem es um (surprise!)
€inen Schizophrenen namens Mad Mike geht. Wegen der &ul3erst ver-
stérenden Handlung betragt der Masochismus-Index bel diesem Film
gerade eéinmal 50 Minuten, wobei die Verweildauer eines Zusehers as
in Minuten gemessene stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisraum
W=[0;a] nach der Dichtefunktion j mit der Funktionsgleichung

3(x)= 530 (@* - x*'*) verteilt st

a) Berechne den sich aus dem Masochismus-Index
[i.e. E(X)] ergebenden Wert fur die Filml&nge al

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sieht nach dem vorliegenden
stochastischen Modell ein Zuseher langer als 1h21min zu?

¢) Berechne fur den Director’s cut (Lauflénge 3h39min!) den Median von X!

19) Nach dem Achtungserfolg "R.0.L.I. presents: Mad Mike" bleibt Roli mit seinem néchsten Werk
"R.0.L.I. presents: Loupa legends' dem Genre des Psychathrillerstreu und erzahit die Geschichte
einer geheimnisvollen jungen Frau (siehe Abbildung rechts!), welche die Mannerwelt in Angst
und Schrecken versetzt ...

Trotz der wiederum aul3erst verstérenden Handlung betrégt der Masochi smus-Index wegen des
Charismas der Hauptdarstellerin bei diesem Film dennoch stolze 72 Minuten, wobei die Verweil -
dauer eines Zusehers als in Minuten gemessene stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisraum
W=[0;a] nach der Dichtefunktion j mit der Funktionsgleichung

J(x)= =22 1x% 1 (2 - x¥'5) vertailt ist.

- 5a12/5
a) Berechne den sich aus dem Masochismus-Index [i.e. E(X)] ergebenden Wert fiir die Filmlénge a!

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit verlat nach dem vorliegenden stochastischen
Modell ein Zuseher den Kinosaa bereits wahrend der ersten 13 Minuten?

¢) Berechnefiir den "Producer’s cut"* (Lauflédnge 64min!) den Median von X!

20) Obwohl Roli mit seinen letzten beiden Filmen (vgl. die letzten beiden \\
Aufgaben!) durchaus erfolgreich zeigen konnte, dass er auch aulRerhalb , -
der Welt des Brachialhorrors zu verbl Gffen weil3, kehrt er nun mit ‘
"R.0.L.I. presents: Heustadel Highschool Horror" zum Splatterhorror \ 2
zurlck, obwohl das nebenstehende Foto gar nicht diesen Eindruck er- -
weckt (Man muss dazu ja auch wissen, dass die beiden abgebildeten = 4
Damen einen wahrhaft teuflischen Plan aushecken, woran dierechte (@&

Dame sichtlich ihre helle Freude hat, wéhrend das andere Highschool -
Girl kontemplativ finstere Plane schmiedet ... J/L). Dader Gore-Fak- %5

tor bei Rolis Rickkehr zu seinen Wurzeln derart hoch ist, betragt der ! '
Masochismus-Index bei diesem Film gerade einmal 49 Minuten, wobei

die Verweildauer eines Zusehers asin Minuten gemessene stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisraum

W=[0;a] nach der Dichtefunktion j mit der Funktionsgleichung J(x) = —Z xx¥/®x (a”6 - X7’6) verteilt ist.

3a

y

a) Berechne den sich aus dem Masochismus-Index [i.e. E(X)] ergebenden Wert fiir die Filmlénge a!

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hdlt ein Zuseher gemél’ dem
vorliegenden stochastischen Modell langer as 1h7min durch?

c) Berechnefir den "Producer’s cut"* (Lauflange 1h46min!) den Median von X!

' Roli’s executive producer ist ein Intimfeind von Roli! L



21) Bei dreistiindigen Russisch-Schularbeiten (Arbeitszeit von 8%° bis 11%°) 8

22) Ein Konsti kommt selten allein ... J

23)

24)

nimmt Prof. KOLMOGOROW immer erst ab 10° Arbeiten entgegen. Die
von 10% an in Stunden gemessene Arbeitszeit ist dann erfahrungsgemaf
as stetige Zufdlsvariable X mit dem Ereignisraum W=[0;1] nach der

Dichtefunktion j mit der Funktionsgleichung j (x)=ax"*(1-x)* verteilt

a) Ermittle den Parameter al

b) Berechne die durchschnittliche Gesamt-Arbeitszeit
(also von 8% an gerechnet)! Wann wird sie erreicht?

c) Wieviele voninsgesamt 72 Schilern (drei Parallelklassen) arbeiten
gemald dem vorliegenden stochastischen Modell nach 10* immer noch? Mwass

Bei dreistiindigen Griechisch-Schularbeiten (Arbeitszeit von 8% bis 11%)
nimmt Prof. Constantin CARATHEODORY immer erst ab 10® Arbeiten ent-
gegen. Die von 10% an in Stunden gemessene Arbeitszeit ist dann erfah-
rungsgemald als stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisraum W=[0;1]
nach der Dichtefunktion j mit der Funktionsgleichung j (x)=a:x**(1-x)?
verteilt.

a) Ermittle den Parameter al
b) Berechne die durchschnittliche Gesamt-Arbeitszeit (also von 8% an gerechnet)! Wann wird sie erreicht?

¢) Wieviele von insgesamt 24 Schillern einer Klasse arbeiten geben
gemaR dem vorliegenden stochastischen Modell schon vor 10 ab?

Das Phinomen, dass so mancher Schiiler bereits wihrend einer zweistiindigen \

0 0<x<l Ivllathematikschularbe.it sfein Heft ab- -I‘.
(P[ ) =46 fir gibt, \j'»-'l.u'de nun am 11_1e51geu GRgX

=ix+ X—', 1< x < ?2|| von einem Mathematiklehrer durch \

eine statistische Analyse der letzten !
30(!) Jahre genau untersucht, was ihn z7um Resultat fithrte, dass die in Stunden
gemessene Arbeitszeit als stetige Zufallsvariable X, gemaB links oben definier- i\
ter Dichtefunktion verteilt ist, wobei t ein schulstufenabhingiger Parameter ist.

a) Beweise, dass Q VI € [— 5'2] Dichtefunktion einer stetigen . / -

9770
Zufallsvariable X ist. In nebenstehender Abbildung sind die

Graphenvon @ ;. @y. @,. ¢, . ©; und @5, dargestellr.
[] [

b) Stelle eine Formel fiir den Erwartungswert E von X, auf.

¢) Fiir die 8A(G) des Schuljalwes 2002/03 galt im ersten Semester. dass nach

1% Stunden (Arbeitszeit jeweils von 8% bis 10°°!) nur noch 7 von 32 Schiilern arbeiteten, Welcher Wert fur
den Parameter t ergibt sich daraus und wann wurde die durchschnittliche Arbeitsdauer erreicht?

Bei der letzten Schularbeit vor der schriftlichen Klausur aus Mathematik (Beginn: 8°, Dauer: drei
Stunden) werden erst nach einer Stunde Arbeiten entgegengenommen. Wie umfangreiche statistische
Untersuchungen eines Mathematiklehrers vom GRgX iiber 30(!) Jahre hinweg zeigten., ist die in Stun-

den gemessene Arbeitszeit als stetige Zufallsvariable X nach untenstehender Dichtefunktion o| verteilt.

a) Weise nach. dass ¢ alle Eigenschaften einer Dichtefunktion erfiillt!
b) Berechne die durchschnittliche Arbeitszeit! Wann wird sie erreicht?
¢) Wie viel Prozent der Schiiler arbeiten nach 10" noch?

-
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J

0 - 0<x<
(px=<81.13_+4 fur < x -

—
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25)

26)

27)

Nina und Diana ziehen nach bestandener Maturain eine Studentenwohnung.
Alssie den Kauf einer Waschmaschine in Angriff nehmen, entscheiden sie
sich aufgrund von Erfahrungen aus dem Hause Kern bzw. Novak fir die
Marke Siemens. Obwohl die beiden Damen bei Siemens mit Ex-Klas-
senkamerad " jil 007" (s Vater) ohnehin eine (wenn nicht gar die) Ansprech-
person (schlechthin) hétten, vergessen sie diesin ihrer Zerstreutheit und ent-
sinnen sich ihrer berufspraktischen Tage bei Manpower, wo sie Bekanntschaft
mit einem mittlerweile vermittelten Verantwortlichen fr Qualitétskontrolle
bei Siemens gemacht haben und setzen sich mit diesem Herrn in Verbindung.
Voller Stolz (ob des niedrigen Preises!) verkiindet er, dass Dianas und Ninas
favorisiertes Modell ("Peggie’s Washman 007") eine Lebensdauer von mindes-
tens zwei, aber hiochstens vier Jahren aufweist, wobei diein Jahren gemessene
Lebensdauer as stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisraum W=[2;4] nach

der Dichtefunktion j mit der Funktionsgleichung j (X) = %X(x2 - %) verteilt ist.

a) Zeige zunachst, dass j alle Eigenschaften einer Dichtefunktion erfullt!

b) Berechne (auf Tage genau, wobei der Einfachheit halber jedes Jahr aus zw6lf Monaten
a 30 Tagen besteht) die durchschnittliche Lebensdauer des " Peggie’s Washman 007"!

C) Wieviele Geréte aus einer Elferpalette sollten gemaR dem vorliegenden stochastischen Modell ihr viertes Jahr erleben?
d) Berechne den Median von X! Wann wird er erreicht und was sagt er aus?

Carolaund Karina grinden mit "CK" eine (wie Emmy sagen — bzw. quaken J —
wirde: "g miadliche") 2er-WG, wo es Uber kurz oder lang ebenso um den Kauf
einer Waschmaschine geht. Sie kontaktieren kurzerhand jils Dad, welcher ihnen
den Kontakt zum Chefmathematiker (vielleicht ohnehin jils Dad himself?1?)
checkt, Uber den siein Erfahrung bringen, dassjenes Modell (surprise: Esist der
"CK 007"13J), mit dem die beiden Damen liebdugeln, eine Lebensdauer von min-
destens einem, aber hdchstens vier Jahr(en) aufweist, wobel diein Jahren gemes- |
sene Lebensdauer als stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisraum W=[1;4] nach

der Dichtefunktion j mit der Funktionsgleichung j(x) = %X(% - x) verteilt ist. [

a) Zeige zunachst, dass j ale Eigenschaften einer Dichtefunktion erfillt!

b) Berechne (auf Tage genau, wobei der Einfachheit halber jedes Jahr aus 12
Monaten a 30 Tagen besteht) die durchschnittliche Lebensdauer des "ck o7

C) Wie viele Geréte aus einer 25er-Palette erleben geméR dem vorliegenden stochastischen Modell ihr drittes Jahr nicht mehr?

d) Berechne den Median von X! Wann wird er erreicht und was sagt er aus?

Eine stetige Zufallsvariable X mit dem
Ereignisraum Qy=[0:1] 15t nach der
Dichtefunktion ¢ mit der Funktions-
gleichung |q)(x)= 140 (1-x) 3| verteilt T
und ergab sich nach jahr(zehnt)elangen - ~ 1—‘
empirischen Untersuchungen liber die A ~ 9
Arbeitsdauer bei vierstiindigen schrift- ~ \

lichen Klausuren aus Russisch e ~

nach Annahmebeginn (drei Stun- —_ —
den nach dem eigentlichen Beginn). k=g H H+a

a) Zeige, dass ¢ in der Tat Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariable X ist und bestimme den Erwartungswert E(X)=1.

b)Ermittle die Standardabweichung ¢ von X und berechne die Intervallwahrscheinlichkeit P([X-p/<g).
Interpretiere das Ergebnis!

¢)Bei wie vielen von insgesamt 75 Teilnehmern (dret vom gleichen Prof. unterrichtete Parallel-
klassen!) sollte daher dem Modell gemaB die Arbeitsdauer um maximal G von p abweichen?

d) Befinden sich an den Stellen 1+0 (wie es ja bei der Normalverteilung der Fall 1st!) Wendestellen von ¢ (ausfiihrliche Begrindung!)?



28)

29)

30)

31)

Als kronenden Abschluss auf der letzten Seite ein konigliches Beispiel bzw.
an exercise not only for kings! J

Via o(x)= ‘X +c¢

2 (a-c ]
" h(a+c)\ h )

a>0.¢c>0.h>0 istdie Dich-

tefimktion einer stetigen Zufallsvariable X mit QQy, = [O'.ll] definiert.

Dann gelten fur den Median m bzw. den Erwartungswert IEvon X die folgenden Formeln:

V2(@? +¢?)-2ch h 2a+c
m = : , = —-=
2(a—c) 3 a+c

Beweise dies oder verifiziere diese Formeln fir (alcjh)=(7|17|360)!

a) Beweise, dass fiir jeden positiven reellen Parameter durch j,(x) = (1+ %)X (1+ %)X (xt - 1)2 eine steti-
ge Zufallsvariable X; mit dem Ereignisraum W=[0;1] festgelegt ist, welche j, as Dichtefunktion besitzt.

b) Beweise, dass fur den Erwartungswert E(X) stets die Ungleichung E(X;) <2 gilt!

¢) Berechnejenest, fur welches E(X;) = 0,45 gilt!

Ali und Manu ziehen zu Studienbeginn in eine WG, wof(r sie
(nicht nur, aber schon auch wegen Damenbesuch — Schaum- _
parties mit Bikinipflicht!) einen Whirlpool anschaffen, welcher |
aber im Laufe seines zweiten Betriebsjahres gewartet werden [
muss, wobei die beiden Herren tber den Chefmathematiker |
Phillip Philips (Jaja, "jil 007" hat geheiratet! J) in Erfahrung =3
bringen, dass die erste Lebensperiode bis zur Wartung alsin St
Jahren (wobei hier der Einfachheit halber jedes Jahr aus zwalf
Monaten a 30 Tagen besteht) gemessene stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisraum

W=[1;2] nach der Dichtefunktion j mit der Funktionsgleichung j (x) = & - = verteilt ist.

XS

a) Zeige zunéchst, dass j ale Eigenschaften einer Dichtefunktion erfillt!

b) Berechne (auf Tage genau, wobei der Einfachheit halber jedes Jahr aus 12
Monaten a 30 Tagen besteht) die durchschnittliche Nutzungsdauer bis zur Wartung!

¢) Wieviele Geréte aus einer 15er-Pal ette missen gemald dem vorliegenden stochasti schen Mo-
dell vor Ablauf einer Zeitspanne von einem Jahr, einem Monat und 18 Tagen gewartet werden?

"Was sich Ali und Manu leisten kdnnen, kriegen wir auch locker hin!", sagen
sich Konsti und Mad Mike. Also kontaktieren auch sie den Chefmathema-
tiker einer Konkurrenzfirma von Phillips Arbeitgeber (Esist in beiden Fal -
len nicht Philips!) und bringen in Erfahrung, dass auch ihr Modell im Laufe :
seines zweiten Betriebsahres gewartet werden muss und die erste L ebensperiode
bis zur Wartung a s in Jahren (wobei hier der Einfachheit halber jedes Jahr - v
aus zwolf Monaten a 30 Tagen besteht) gemessene stetige Zufallsvariabl e‘%

X mit dem Ereignisraum W=[1;2] nach der Dichtefunktion j mit der

Funktionsgleichung j (x) = s+ Lvertelltist.

a) Zeige zunéchst, dass j alle Eigenschaften einer Dichtefunktion erfillt!

b) Berechne (auf Tage genau, wobei der Einfachheit halber jedes Jahr aus 12 Mo-
naten a 30 Tagen besteht) die durchschnittliche Nutzungsdauer bis zur Wartung!

¢) Wieviele Gerdte aus einer 8ler-Palette miissen gemél3 dem vorliegenden _
stochastischen Modell vor Ablauf einer Zeitspanne von 1% Jahren gewartet werden?



32) Ms. King and her brother Mr. King can be happy, because
their parents make them a special present, which consists
of two things: A new car and responsibility [because they
have to use it together! (?3/L_?)], which includes driving
their younger brother. For Mr. King (as a passionate young
mathematician) it isimportant to know mathematical details
about the average life expectation of their car, so he calls
the mathematical director of the car company, which leads
him to the following information: The life expectation of
their car as a continous random variable (unit: years!) X
with the event space W=[0;15] is distributed by the function

J with equation j (x) = 2xx°1(b - x).

a) Derive b, when Mr. King got to know that the expectation
value of X equalsten years.

b) Imagine, that 242 more [not necessarily other
King(s)!J] parents bought their children the
same car. How many of these 243 cars will (based on
the given stochastic model) "live" longer than five years?

Vienna, the 22™ of September 2008. Robert N. Resel, PhD



