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32 zusatzliche Aufgaben zum Uben fiir die dreistgedi
Schularbeit sowie die Klausur der 8A(G)/8B(Rg) aus
Mathematik bei Dr. Resel im Schuljahr 2012/13

Durch die Punkte 1(3]-6) und 11(6]|12) ist eine Glerg festgelegt, aus welcher die Parabel pgr
in erster Hauptlage mit dem Brennpunkt F(18|0¢ &ehne AB herausschneidet (siehe Abbilt
dung!). Ferner sei mit C der Schnittpunkt von ¢ der Scheiteltangente von par bezeichnet.
Verifiziere am konkreten Beispiel die Formgl = EIH(yA,yB) fur die y-Koordinate von C.

Liegen drei Punkte A, B und C auf einer Parabeliparster Hauptlage derart, dass
die drei Kurvennormalen einander in einem gemenesaPunkt N(x|yn) schneiden,
so besteht zwischen dem Umkreismittelpunktdp(x® und N die Beziehung, =401y, .

Verifiziere dies fir die Punkte A(4/|48), B(16|26)d C(x|-144)!

Liegen drei Punkte A, B und C auf einer Parabeliparster Hauptlage mit dem Brennpunkt
derart, dass die drei Kurvennormalen einandeimiane gemeinsamen Punkt N{y) schneiden
so besteht zwischen dem Umkreismittelpunktyp® und N die Beziehung, =2 E(XU - xF).

Verifiziere dies fir die Punkte A(4|48), B(26) und C(36]|-144)!

Liegen drei Punkte A, B und C auf einer Parabeliparster Hauptlage mit dem Brenn-

punkt F derart, dass die drei Kurvennormalen eieaimdeinem gemeinsamen Punkt N
schneiden, so gilt fir den Umkreismittelpunkt Ul¢x) die Beziehungy,, = y(A4[)éTB[)¥C
F

Verifiziere dies fur die Punkte Ag48), B(16]96) und C(36|-144)!

In drei Punkten A, B und C einer Parabel par ineerdauptlage mit dem Brennpunkt F werden die Tan-
genten £, tsund & gelegt. Ferner sei N tg = {Pag}, sei ts N tc = {Pgc} sowie ta Ntc = {Pac}. Dann gilt
far den Umkreismittelpunkt U(®yu) die Darstellungx, = 2 [QXA +Xg X FXp FXp FXp F 4XF).

Verifiziere dies am konkreten Beispiel der Punk(2|2), B(xs|4) und C(18|-6)!

In drei Punkten A, B und C einer Parabel par inegddauptlage mit dem Brennpunkt F werden die Tan-
genten £, ts und t gelegt. Ferner sei 0 tg = {Pag}, Sei ts N tc = {Pgc} sowie ta N tc = {Pac}. Dann gilt

_Yro Yo e,
ex:)
Verifiziere dies am konkreten Beispiel der Punk{e,|2), B(8|4) und C(18|-6)!

fur den Umkreismittelpunkt U(®yu) die Darstellungy,, =

In zwei Punkten A und B einer Parabel par in end@uptlage mit dem Brennpunkt F werden sowohl die
Tangenten als auch die Normalen gelegt. Mit T B¢wei der Schnittpunkt der beiden Tangenten bzw.

(yA ~Ye )2 _

Normalen bezeichnet. Dann liegt die Strecke TNaltelrzur Parabelachse und es il = Z
XF

Verifiziere dies fur die Punkte AgkL28) und B(1]-8)!

In einem Punkt A einer Parabel par in erster Haggtimit dem Brennpunkt F wird die Tangente t gelegt
mit k sei deren Steigung bezeichnet, mit L deremn8tpunkt mit der Leitgerade von par. Dann dilt dlen

Flacheninhaly des Dreieck&ALF die Formelp = 1 [k [AF’ . Verifiziere dies fiir den Punkt A(216|72)!



9) In nebenstehender Figur ist ein Wirfel der Seitegg&24 abgebildet. H
P entsteht durch Drittelung der Kante CG und ist @oaus betrachtet :
der erste Teilungspunkt, M ist der Mittelpunkt @agonale AC.
a) Ermittle in einem geeigneten Koordinatensystem die

Lage des Umkreismittelpunkts U des Dreie&E3VIP!
b) Zeige, dass der WinkelEUM zum Schnittwinkel zweier E
Seitenflachen eines regelmalRigen Tetraeders kengist!

10)In nebenstehender Figur ist ein Wirfel der Seiteydél2 abgebildet.
P entsteht durch Drittelung der Kante CG und ist @oaus betrachtet
der erste Teilungspunkt, M ist der Mittelpunkt @agonale AC.
a) Ermittle in einem geeigneten Koordinatensystem die
Lage des Hohenschnittpunkts H des DreigkkMP!
b) Zeige, die Normalprojektion Hson H in die Seitenflache ABCD A
des Wirfels auf der Diagonale AC liegt. Verifiaderner, dass B
die Lange der Strecke HHdleich ¥4 der Wirfelkantenlange betragt! Ho

11)Siehe Aufgabe 9a), wobei E durch den SpiegelpunkbiQE an F
ersetzt wird und der Wiurfel eine Seitenlange voé dufweist!

12)Siehe Aufgabe 10a), wobei E durch den Spiegelp@nkbn E an F
ersetzt wird und der Wiurfel eine Seitenlange v@maufweist!

13)Siehe Aufgabe 11), wobei Q durch den SpiegelpunkbiRE an Q
ersetzt wird und der Wrfel eine Seitenlange vémafweist!

14)Siehe Aufgabe 12), wobei Q durch den SpiegelpunkbiiRE an Q
ersetzt wird und der Wiurfel eine Seitenlange v@madfweist!

15)  Verifiziere anhand der linken Abbildudig
folgende Polarenkonstruktion des Spiegel-
punkts P eines Parabelpunkts A am Brenn-
punkt F fur einen selbst gewahlten Puxkt

» Spiegelpunkt A" von
A an der Parabelachse
» Schnittpunkt N von g
mit der Parabelachse
> Spiegelpunkt N von N
am Parabelbrennpunkt F
» Spiegelpunkt F* von F am
Parabelscheitel S
Dann ist die Parallele p zu durch
N” die Polare p von P beziglich par.




16) Verifiziere anhand der rechten Abbildung dilgémde
Polarenkonstruktion der Normalprojektion P einasaP
belpunkts A auf die Direktrix d, und zwar fur A@&432)!
» Schnittpunkt B des Brennstrahls AF mit par S
* Normalprojektion B”" von
B auf die Scheiteltangente
» Mittelpunkt M der Strecke B”'S
Dann ist die Parallele p zur Tangene t

durch M die Polare von P bezuglich par. /

17)Aus einem 72cm langen und 27cm breiten RechtetklasINetz —H
des volumsgrof3ten Quaders mit Doppeldeckel gewoweeden.

a) Berechne die sich aus dieser Forderung ergebenden
Werte fur die L&nge, Breite und HOhe des Quaders
(siehe Abbildung), wobei das Maximum nachzuweisén /

b) Wie groR} ist das maximal erreichbare Volumen?
c) Begriinde ohne Verwendung des Taschenrechnersdeladbfall weniger alst betréagt!

72

27

S

18) Schachtelproblem: Eine komplette Verstarkumgreder beiden kleineren Mantelwan-
de durch Verwendung des Abfalls ist méglich, jedosibht es nie ganz fur eine Verstar-
kung aller beiden kleineren Mantelwande, denn:1Be&ige a und Breite b bleiben nach

einer Wand zwar immer noch = 222~ — (2a+b)Q/0 Flacheneinheiten tibrig, wobei
OO die Diskriminante jener NORMIERTEN quadratischdei@ung bezeichnet, wel-
che beim Nullsetzen der ersten Ableitung der eetsgnden Zielfunktion entsteht, fur
eine zweite Wand fehlen aber nosh= 2 [{4a +b) /0 - 42=a:b’ Flacheneinheiten.
Uberpriife dies fuir a=957 und b=120!

19) In jeder der folgenden drei Abbildungen sind P
und Q Kantenmittelpunkte. Der dritte Eckpunkt
Rk (6<k<8) des DreieckAPQR liegt jeweils
derart auf der Tragergerade einer Kante bzw.
Raumdiagonale des Wirfels, dass das Dreieck
APQR rechtwinklig mit der Hypotenuse Rit,
wobei der Wirfel eine Kantenlange von 8 aufweist.
a) Berechne die Koordinaten vory R einem geeig-
neten selbst zu wahlenden Koordinatensystem!
b) Berechne die Koordinaten vory in selben
Koordinatensystem wie in Aufgabenteil a)!
c) Berechne die Koordinaten vory in selben
Koordinatensystem wie in Aufgabenteil a)!
d) Zeige, dass R R, Rg und Q kollinear lie-
gen und gib die relative Lage jeweils als
Teilverhaltnis an (vgl. vierte Abbildung!)! A




20) In jeder der folgenden drei Abbildungen sind

P und Q Kantenmittelpunkte. Der dritte Eck-

punkt R (9<k<11) des DreieckSPQR liegt

jeweils derart auf der Tragergerade einer

Kante des Wirfels, dass das Drei&8 QR

rechtwinklig mit der Hypotenuse RI&t, wo-

bei der Wiirfel eine Kantenlange von 4 aufweist.

a) Berechne die Koordinaten vory R einem geeig-
neten selbst zu wahlenden Koordinatensystem!

b) Berechne die Koordinaten vonRm selben
Koordinatensystem wie in Aufgabenteil a)!

c) Berechne die Koordinaten von;Rm selben
Koordinatensystem wie in Aufgabenteil a)! Rg

d) Zeige, dass K& Ry, Ri1 und Q kollinear lie-
gen und gib die relative Lage jeweils als
Teilverhaltnis an (vgl. vierte Abbildung!)! B

G




21)In jeder der folgenden drei Abbildungen sind

P und Q Kantenmittelpunkte. Der dritte Eck-

punkt R (12<k<14) des DreieckSPQR

liegt jeweils derart auf der Tragergerade einer

Kante des Wirfels, dass das Dreia8 QR

rechtwinklig mit der Hypotenuse R&t, wo-

bei der Wiirfel eine Kantenléange von 2 aufweist.

a) Berechne die Koordinaten von-Rn einem geeig-
neten selbst zu wahlenden Koordinatensystem!

b) Berechne die Koordinaten vonfm selben
Koordinatensystem wie in Aufgabenteil a)!

c) Berechne die Koordinaten von/m selben
Koordinatensystem wie in Aufgabenteil a)!

d) Zeige, dass R, Ri3, Risund Q kollinear lie-
gen und gib die relative Lage jeweils als
Teilverhaltnis an (vgl. vierte Abbildung!)!




22) und 23):

In jeder der beiden Abbildungen sind

P und Q Kantenmittelpunkte. Der dritte
Eckpunkt R (15<k<16) des Dreiecks
APQR liegt jeweils derart auf der
Tragergerade einer Flachediagonale
des Wiirfels, dass das DreiesROR;
rechtwinklig mit der Hypotenuse RR
ist, wobei der Wrfel eine Kanten-
lange von 2 (Abbildung mitR) £ Ze

24) bis 27) bereits aus einem Ubungsprogramm fli82Gt:

Ein Vorgeschmack
auf die Wiederho-
lung/Vertiefung des
Kapitels "Analytische
RAUMGEOMETRIE"
8B(G), Schuljahr
2013/14, Dr. R. Resel

24)  Zu Abbildung 1: Der Wirfel in Abbildung 1 wesine Seitenlange von 288 auf.
Mcg ist der Mittelpunkt der Wirfelkante CG, P ist der
Mittelpunkt der Strecke W:G. Der Punkt Q entsteht durch
Drittelung der Strecke BP. Die Symmetrieeberg schneidet
(wie sich zeigen lasptnur die Wirfelkanten AB, CD, GH und EF,
und zwar in den Punkten R, T, U und V.
a) Berechne die Koordinaten der Schnittpunkte R, T, U und V

und begriinde ohne Taschenrechner, dass es sich beim Vier-
eck RTUV um ein Parallelogramm, aber keine Raute handelt.

b) Gloria und Omar (Remember: Genie-DG-Gruppe) meinen,
dass es sich aber ,fast” um eine Raute handelt und be-
haupten, dass die Winkel zwischen den Diagonalen nur
um knapp 1°17°7"" von einem rechten Winkel abweichen.
Uberpriife diese Behauptung deiner/s Schulkolleg/innen!

c) Berechne den Flacheninhalt der Raute und zeige ohne
Taschenrechner, dass dieser um ein Zwolftel gréer ist als
jener jedes einzelnen Begrenzungsquadrats des Wiirfels.

d) Die Genie-DG-Gruppe behauptet, dass der Schnittpunkt S von
gaq Mit Oxq auf der Diagonale RU liegt und die Strecke RM im
Verhaltnis 1:2 teilt. Kontrolliere, ob dies in der Tat zutrifft!



25)  Zu Abbildung 2: Der Wiirfel in Abbildung 2 wemsine Seitenlange von 2 auf. W,
; Q, M und M, sind Kantenmittelpunkte, R bzw. T entsteht durch
Spiegelung von Man A bzw. von M an G. Der Punkt
S geht durch Spiegelung von C an B hervor.
a) Stelle Gleichungen der Ebenen gxwqund &gst auf

und zeige, dass sie zueinander parallel verlaufen.
b) Setze die Flacheninhalt der Dreiecke AAWQ und ARST

in ein moglichst einfaches ganzzahliges Verhaltnis! Abbildung 3

26) : Zu Abbildung 3: Der Wiirfel in Abbildung 3
weist eine Seitenlange von
24 auf. Die Punkte P” und P”*
entstehen durch Kantendrittelung. .-
M ist der Mittelpunkt der Strecke,
AP”", Q dessen Spiegelpunkt an*
P”". M, ist ein Flachenmittelpunkt,
M. der Mittelpunkt der Strecke AM
R dessen Spiegelpunkt an.Nschliel3-

lich ist M3 der Mittelpunkt der Wirfelkante BF, M
dessen Spiegelpunkt an Fg Ber Mittelpunkt der
Strecke AM, Mg der Mittelpunkt der Strecke M5
und schlussendlich P der Spiegelpunkt vanad M,.

Zeige, dass die Ebenepgr undegpraufeinander normal stehen!

o Stochastik in der 8B*, 2013/14, Dr. Resel

Die strahlende Peer-Mediatorin Julieks im Rahmen einer
ohne Frage aulerst verdienten Ehrung ihrer Tatigk#irend des
zehnjahrigen Jubilaums ihrer Schule, die freiliokhaihrer ,Peer-

group* gal) pflegt Konflikte anderer Schuler aul3erst effek-
tiv und auch durchaus rasch zu l6sen.
Wenn z.B. — siehe Abbildung Mitte! —
.>andra 89“ aus der 1C ,Mr. 1968* aka
»1om Crownburger” aus ihrer Klasse
als ,,Burli* bezeichnet, dieser aber sich
selbst als ,,g"standendes Mannsbild*
sieht, sind Streitereien vorprogrammiert;
was dann Julie aka "Frl. Ba(mfor)d" (Klagm:
mer gilt nur, wenn sie witend wid©©)
auf den Plan ruft. Die Jungmathematike

" Glouii Worisrol" (ganz rechts
auf einem ca. sieben Jahre alten Eytbat
i Julies Peer-Téatigkeit durch eine professmne e
stochastische Analyse quantifiziert, was zu folggndviodell fihrte: Die in Bamford-
Einheiten (Abkurzung ,,BE"“, wobei eine ,BE" exak# Minuten entspricht**) gemes-
sene Konfliktldsungsdauer ist als stetige Zufaliekde X mit dem Ereignisrauf2=[0;1]
nach der Dichtefunktion mit der Funktionsgleichub(x) = %-x3-(x—1)2(7—3x) verteilt.




Zeige, das# tatséchlich Dichtefunktion einer stetigen Zufafisable X ist, berechne den
Erwartungswerit sowie die Standardabweichuadjedoch bitte schon in gewdhnlichen

Minut
*

en!) und nimm Stellung zuG 1 o U i 1" s folgendero -Regel:P(|X1l<c)=65%

**

gymnasialer Teil!

Der Grund fur die Einfihrung gerade dieser Einlig Julies Peer-Sprechstunde
von 10:00:30 bis 11:14:30. Von der Rk-Stunde bei.RN. von 9:10:00 bis 10:00:00
bzw. von der M-Stunde bei Prof. R. will sie ja kesfalls etwas versaumen, und

30 Sekunden braucht sie schon fiir den Raumwedtsgie3lich ist sie ja nicht
mehr so jung wie die von ihr ,gebamforde(r)ten“eégtranseln und —innen!

28) Erste Fortsetzung von Aufgabe 27):

Alexandta hga (btw:Alexandra Maria Laradt.

Schauspielerin, geb. 1978) bzgl. Ihrer Pigdigkeit
ebenso beobachtet wie Glouii in AufgabeA8)or Julie,
Resultat von Alexandras Bemiuhungen ist dan{efunk-
tiond mit der Funktionsgleichunggx)=0.15(-35x+20x+26x)
mit dem Ereignisrau®@=[0;1], wobei die Einheit hier
exakt eine Stunde ist (Laras Sprechstunmdiefivon
10.10 bis 11.10 statt.). Zeige, d@datsachlich Dichte-
funktion einer stetigen Zufallsvariable X (¥ erwende
fur deine Argumentation auch die linke Aldbihg, deren
Richtigkeit du auch nachweisen sollst! Wésst sich

I daraus ferner ablesen?), berechne den Emgsiveriu

\ sowie die Standardabweichumgnd nimm Stellung zu

Alexandragol- 9
P(lX — << = —
gendeo-Regel: (| b ) 14

29) Zweite Fortsetzung von Aufgabe 27):

Nun tauschlexandra und Lara die Rollen, was bei

gleichbleibendem Ereignisraum Laras Dichi&fion
¢ mit der angegebenen Funktionsgleichung liefert.

Q(x) = %- (21x* — 20x° + 6x7%)
Zeige, 3 3
das®
2 PUX—U[<O) =—
ﬁ;c]h- ( | I"L | ) 38
Dich-

tefunktion einer stetigen Zufallsvariablasx (Verwende
fur deine Argumentation auch die linke Aldbihg, deren
Richtigkeit du auch nachweisen sollst! Wésst sich
daraus ferner ablesen und warum ist es besnders
wichtig, exakt zu sehen, wie der Graph ¢aab ca. 0,7
weiterverlauft? Begriinde!) und berechne ddwen
Erwartungswert als auch die Standardabweichung

Nimm ferner Stellung zu
Laraobigeroc-Regell

T
0.2

T
04

T
06

T
08

P.S.: Auch Alexandras Sprechstunde findet von 16i4Q1.10 statt!




30) Wie 28), nur dass Alexandra nun Lenas Téatigitatistisch ausgewertet hat und bei gleichbleiben-
dem Ereignisraum Alexandra eineue Dichtefunktiond mit der|angegebenen FunktionsgleicHung
erhalt, aber dennoch an der "altenRegeClr

festhalt. Kommentiere dies und vergleichl® (| X — 1| < O) = —
die Modelle aus dieser Aufgabe und Auf-
gabe 32) miteint 1
ander (auch

m inslickaut | (X)) = — - (—105x* + 40x> + 78x%)
die Gestalt des 15

Graphen vom!).

31) Jetzt untersucht Lena Ale-
xandras Tatigkeit und sto
bei gleichbleibendem Ereig-
nisraum im Rahmen ihrer
stochastischen Analyse
auf die Dichtefunktiorp
mit der Funktionsgleichung
$(x)=0.15(245X'-460x+218X). | = :
Weise nach, dass es sich tatsachllch um elne Durhdhaon handelt erlautere den oblgen Funk i-
onsgraphenverlauf (Begrinde auch die Richtigkait@arstellung! Was lasst sich ferner daraus
ablesen?) und nimm Stellung zu LemaRegel P(|XH|<0)=66%!

w

32) Nun hat Dave Alexandras
Tatigkeit analysiert und stigl3
bei gleichbleibendem Ereigt
nisraum im Rahmen seiner
stochastischen Analyse

auf die Dichtefunktior o~

mit der Funktionsgleichung
o(x) = % [L05x* - 332x> +258x?). Weise nach, dass es sich tatsachlich um einet@igtktion

handelt, erlautere den obigen Funktionsgrapheawie(Begrinde auch die Richtigkeit der Darstel-
lung! Was lasst sich ferner Daraus ablesen?) unchrStellung zu Daves-RegelP(|X-u|<o)=57/91

Gutes Gelingen beimLdsen
dieser schonen Aufgaben!

Wien, im November 2012. Dr. R. Resél



