Ubungsbeispiele fir die drei
stindige Schularbeit sowie
flr die schriftiche Matura 3

8C, 2013/14..

Diese Beispiele sollen durch die sowohl fur diestimdige
Schularbeit als auch die schriftliche Maturglevanten

Stoffgebiete fihren, wobei an dieser Stelle mit der . _ E‘u"m;'_'“m‘-
in ' 4

Kapitel der 5. Klasse exemplarisch noch- : o
mals aufgerollt wird, und zwar an- : e "_““ o o
hand von Aufgaben, deren AT | [ K tin mrenifam T
"Bausteine" geradez - - il 4

charakteristisch
far Matura-

beispiele
sind.

keine ausreichende Matura- resp. Schularbeitsvorbitung, da du
deine erworbenen Kenntnisse sowohl bei der dreisfigen Schul-
arbeit als auch bei der schriftlichen Matura auf Bblemstellungen
anzuwenden hast, die zwar nicht ganzlich neuartiper zum Teil

in der Form wie bei der dreistiindigen Schularbe#sp. der schrift-
lichen Matura gestellt in dieser Aufgabensammlungcht enthalten
sind! Ein eigenstandiges Losen dieser Aufgaben (aid jene, die

wir in diversen Schulibungen gemeinsam bearbeitegrden) ist ei
ne absolute Notwendigkeit fiir ein angemessenes Usprogramm

1)

In obiger Figur ist ein Dreieck APoMpc P, abgebildet, das sich wie in der Figur illustriert aus
dem Dreieck AABC" ableitet. Fiir den Flicheninhalt g des Dreiecks APoMpe P, gilt dann die

Formel p1 = %-sin a-sin F-sin~y. Verifiziere dies fiir das Dreieck AABC[A(0]0), B(18]6), C'(4|8)]!



2) AABC sei ein Dreieck mit den Seitenldngen a=BC, b=AC und

¢ = AB, dem Héhenschnittpunkt H sowie dem Umkreismittelpunkt
U. Bezeichnet pubzw. u" bzw. u” den Flacheninhalt des Dreiecks
AABC bzw. AABH bzw. AABU, dann gilt die Formel u" + 2 1" = .
Verifiziere diese Formel fiir das Dreieck

3) Werden die Eckpunkte A, B und C eines Dreiecks AABC wie in der unteren Figur (samt
Beschriftung!) durch eine 90°-Drehung um einen benachbarten Eckpunkt auf die Punkte
A’, B und C’ abgebildet, so gilt fiir den Flacheninhalt p des Dreiecks AA'B'C’
untenstehende Formel, wobe1 @ den Flacheninhalt des Dreiecks AABC bezeichnet.
Bestidtige diesen Satz fiir das Dreieck AABC[A(0/0), B(8|0), C(5|7)].

2 2 2
X +b” +
“:4®+a z :




Y B Inder Abbildung wurden dem rechtwinkligen Dreieck AABC tiber seinen Seiten gleich-

schenklige Dreiecke ACAB", AABC und ABCA™ nach innen aufgesetzt, wodurch
das Dreieck AA'B'C" mit den Seitenlangen a’, b™und ¢ entsteht. Bezeich-
net u bzw. F den Umfang bzw. den Flacheninhalt des Dreiecks AABC,
so gilt die folgende Formel;

~ a” +b” " =2.(d-u-2-F)

c
Bestétige dies anhand des Dreiecks
AABCIA(72|0), B(0]30), C(0]0)]
fUrAden Wert d=13!

5) B_  Inder Abbildung wurden dem rechtwinkligen Dreieck AABC tber seinen Seiten gleich-
schenklige Dreiecke ACAB", AABC" und ABCA" nach innen aufgesetzt, wodurch
das Dreieck AA'B'C” mit den Seitenlangen a’, b und ¢ entsteht. Bezeich-
net u bzw. F den Umfang bzw. den Flacheninhalt des Dreiecks AABC,

und gilt ferner d = Q soist das Dreieck AAB'C" zum
u

Ausgangsdreieck AABC &hnlich, wobei fir den
Ahnlichkeitsfaktor k die folgende Formel gilt :

_ c-u-—8-F
kK = '\/ 4 .c-u

Bestatige dies anhand des Dreiecks
¢ AABC[A(200]0), B(0]150), C(00)]!




6)

7)

8)

Projiziert man einen Punkt X auf die Tragergeraden der F —

Seiten eines Dreiecks AABC mit dem Umkreisradius r F! X2 2
und dem Flacheninhalt F, so gilt fur den Flacheninhalt F° - r
des aus den projizierten Punkten entstehenden Dreiecks 4r- 2

APQR die hebenstehende Formel, wobei U den Umkreis-

mittelpunkt des Dreiecks AABC bezeichnet (siehe Abbildung).

R
Verifiziere diesen Lehrsatz am '
konkreten Beispiel des Dreiecks A
AABCIA(6|-17), B(5]-30), C(21]-22)],
und zwar fur den Punkt X(—4|23)!

Lsg.. F=100
P(19]-23)
Q(-15|-10)
R(9]22)

F" =700
U(12]-24)
=85

UX = 2465

In nebenstehend abgebildetem Parallelogramm ABCD sind E und F die ent-
sprechenden Seitenhalbierungspunkte und P der Schnittpunkt von gcg mit gpg.
Unter diesen Voraussetzungen gilt stets der folgende elementargeometrische
- Die Flicheninhalte der Dreiecke ABCP. ACDP.

ADAP und AABP verhalten sich wie 1:2:3:4.
Verifiziere diesen schonen Lehrsatz am konkreten Beispiel
des Parallelogramms ABCD[A(0/0), B(8/0). C(14/10), D]!

In der rechten Abbildung wurde die Seite AB irigjleich
lange Teile geteilt, woraus der Punkt D hervotgEhr den
Flacheninhalft” des Dreieck&DEF gilt dann die Formel
9a2bf"=83, wobeip den Flacheninhalt des Dreiecks _
AABC bezeichnet. Verifiziere dies anhand des kon-
kreten Dreieck&ABC[A(2/1), B(5/10), C(-3/6)]!



9) Die Seiten AB und BC eines Dreiedk8BC werden in vier gleich lange
Teile geteilt, was die Punktg,AP, und R sowie Q, Q@ und @ hervorbringt.
Aus ihnen geht wiederum (wie in der Abbildung zkeemen ist) das Dreieck
AUVW hervor, welches die folgenden Eigenschaftewaist, die am konkreten
Beispiel des Dreieck8ABC[A(0]0), B(140]0), C(80|60)] zu verifizieren din

a) Das DreiecldUVW nimmt mehr als 50% des Dreieck8BC an. Sind es auch

mehr als 60%? Gib den exakten Bruchteil als vaidigigekirzten Bruch an!
by PW:WQ,=3:2,PW:WQ;=2:3
c) Gau H Osc, OaB H Ocv

Losung zu a):g—g ,
also mehr als 60%




10)Die Seiten AB und BC eines Dreieck8BC werden in vier gleich lange
Teile geteilt, was die Punktg,AP, und R sowie Q, Q@ und @ hervorbringt.
Aus ihnen geht wiederum (wie in der Abbildung zkeemen ist) das Dreieck
AUVW hervor, welches die folgenden Eigenschaftewaist, die am konkreten
Beispiel des Dreieck8ABC[A(0]0), B(72|0), C(48|36)] zu verifizieren sind
a) Das DreiecldUVW nimmt mehr als 50% des Dreieck8BC an.
Gib den exakten Bruchteil als vollstandig gekurZseach an!

by PV:VQ,=2:1,PV:VQ,=1:2
c) Qau H Osc/, OaB H Jcw

.
W

Losung zu a):‘z}—g ,
also mehr als 50%



11)

12)

8y
Challenge I:

Ein auf den deutschen Mathematiker W. FUHRMANN (7=1900)
zuriickgehender Satz der Dreiecksgeometrie
lautet wie folgt (vgl. nebenstehende Skizze!):

Spiegelt man die Schnittpunkte S,, Sp und S,
gegeniiberliegender Strecken- und Winkel-
symmetralen eines Dreiecks AABC an den
zugehirigen Dreieckseiten, so gilt fiir den 2

Flicheninhalt A des entstandenen Dreiecks
AFFpF . ("FUHRMANN-Dreieck” des Dreiecks AABC)

=3
die Formel | 4 = % , worin ¥ bzw. u den Umbkreisra-

dius bzw. den Umfang des Dreiecks AABC bezeichnet.

Se

L.

» Kontrolliere die Giiltigkeit dieses Juwels der Elementargeometrie am konkreten Beispiel des
Dreiecks AABC[A(0]0), B(112/0), C(40(96)] (Achtung! Skizze nicht maBstabsgetreu!!).

» Welche besondere Lage weist das konkrete FUHRMANN-Dreieck auf und inwietern erleichtert dies
die Berechnung von _4 (verbale Beschreibung sowie Ilustration anhand einer Handskizze)?

Challenge II:




13)Die Seiten AB und BC eines Dreieck8BC werden
in funf gleich lange Teile geteilt, was die PunkeP,,
Ps; und B sowie Q, Q,, Qs und Q hervorbringt.
Aus ihnen geht wiederum (wie in der Abbildung zu
erkennen ist) das Dreieé®JVW hervor, welches
exakt 20% des DreiecSABC einnimmt.
Verifiziere dies am Beispiel des konkreten

DreiecksAABC[A(0]0), B(50|0), C(100|75)]!




14)Die Seiten AB und BC eines Dreieck8BC werden

in funf gleich lange Teile geteilt, was die PunkieP,,
Ps; und R sowie Q, @, Qs und Q hervorbringt.

Aus ihnen geht wiederum (wie in der Abbildung
erkennen ist) das Dreieed®JVW hervor, welcheg
exakt 36% des DreieckSABC einnimmit.
Verifiziere dies am Beispiel des konkreten
DreiecksAABC[A(0]0), B(30|0), C(25]35)

@]

W
Y



15)Die Seiten AB und BC eines Dreieck8BC werden in funf gleich lange Teile geteilt,
was die Punkte PP,, P; und R sowie Q, @, Qs und Q hervorbringt. Aus ihnen
geht wiederum (wie in der Abbildung zu erkennepdsis DreieclAUVW hervor,

welches mehr als 225% des Dreie®¥BC einnimmt. Verifiziere dies
am Beispiel des konkreten Dreiedk&BC mit den Eckpunkten
A(0|0), B(60]0) und C(45|30). Gib auch den exakten
Bruchteil an! Ist die Differenz zu 225% grof3er
oder kleiner als ein Prozent bzw. ein Pro-
mille? Begrinde ohne Verwen-

dung eines Taschenrechners!

Losung: %

16)Die Seiten eines DreiecksABC werden in vier gleich lange Teile geteilt, whs

Punkte R, P> und B sowie Q, Q, und Q und schlie3lich R R, und Ry hervorbringt.
Aus ihnen geht wiederum (wie in der oberen Abbilglan erkennen ist) das Dreieck

AMNO hervor, von den®.K. behauptet, dass es st%%s des Dreieck&ABC

einnimmt. Xandl ist skeptisch und Uberpruft diesBamspiel des konkreten Dreiecks
AABC mit den Eckpunkten A(0|0), B(1820|0) und C(280) und kommt auf einen

anderen Bruchteil. Gib den richtigen Bruchteil @l zeige, dass sich dieser vén

um weniger alsgagg unterscheidet!

Losung: o



17)Die Seiten eines DreieckABC werden in drei gleich lange Telile geteilt, vehs
Punkte P und B sowie Q und Q und schlie3lich Rund R hervorbringt. Aus ihnen
geht wiederum (wie in der unteren Abbildung zu arien ist) das DreieckUVW
hervor, von den®.K. behauptet, dass es stets 3 Promille des Drels&BC
einnimmt. Xandl ist skeptisch und Uberpruft diesBamspiel des konkreten Dreiecks
AABC mit den Eckpunkten A(0|0), B(2100|0) und C(820) und kommt auf einen
anderen Bruchteil. Gib den richtigen Bruchteil am zeige, dass sich dieser von 3

Promille um etwas mehr o unterscheidet!

Losung: ﬁ

P P, F

18)Die Seiten AB und BC eines Dreieck8BC werden in sechs gleich lange Teile

geteilt, was die Punkte, PP, Ps, Py, Psund Rsowie Q, Q, Qs, Qs, Qs und Q
hervorbringt. Aus ihnen geht wiederum (wie in deteuen Abbildung zu erkennen ist)

das DreiecltAUVW hervor, von den®.K. behauptet, dass g% des DreieckAABC

einnimmt. Xandl ist skeptisch und Uberpruft diesBamspiel des konkreten Dreiecks
AABC mit den Eckpunkten A(0|0), B(420|0) und C(1@8)lund kommt auf einen

anderen Bruchteil. Gib den richtigen Bruchteil am zeige, dass sich dieser vgn
um weniger als ein Promillenterscheidet!




19) {

Werden die Seiten eines Dreiecks in drei gleich lange Teile geteilt und hernach| \
durch entsprechende Teilungspunkte (J, K und L in der Abbildung) Normale auf
die jeweilige Seite gelegt, so erzeugen diese drei Normalen ein Dreieck APQR,
fur dessen Flacheninhalt pi” die juntenstehende Formel gilt, wobei a, b und ¢ die ‘
Seitenlangen des Dreiecks AABC sowie 1 dessen Flacheninhalt bezeichnet. \
Verifiziere diese Formel fiir das Dreieck AABC[A(0|0), B(15]|0), C(21|3)]! \

r 1 a’+b?+c?
“ o 12 \

20) Im unmittelbar rechts abgebildeten Dreieck AABC
wurde jede Seite in sechs gleich lange
Teile geteilt, woraus das Dreieck AUVW hervorgeht.
Verifiziere am Dreieck AABC[A(0]0), B(216]0), C(36|1716)],
dass das Dreieck AUVW ca. 1/7 des Dreiecks AABC ein-
nimmt, gib auch den exakten Bruchteil b an und begrin-
de ohne TR, dass die Differenz zwischen b und 1/7
zwischen einem und zwei Promille liegt!
Achtung: Abbildung nicht mafRstabsgetreu!!

Lésung: 81/572




1) In der oberen rechten Figur ist das Dreieck AABC s e
mit den Eckpunkten A(00), B(64|0) und C(36/36)
abgebildet. aus dem sich wie in der Figur illustriert '
durch Kantenviertelung das Dreieck APQR ergibt. o ®
Kontrolliere am vorliegenden Beispiel die Giiltig- ‘
keit des Satzes, demzufolge der Fliicheninhalt des

Dreiecks APQR exakt T% des Flicheninhalts des "3‘ o b
Dreiecks AABC betriigt. j ‘
i o © © el o
22)Fortsetzung von Aufgabe 21): A R

a) Andere die x-Koordinate von B derart, dass das Drei-
eck APQR rechtwinklig mit der Hypotenuse PQ wird!

b) Verifiziere am konkreten Beispiel, dass APQR genau dann rechtwinklig mit der Hypotenuse PQ
ist, wenn fiir die Seitenlingen a=BC, b=AC und c = AB die Gleichung 7a° = 3b°+¢° 2ilt!

Gutes Gelingen beimLdsen dieser schénen Aufgaben

Wien, im Juni 2013. Dr. RobeesBI, e. h.

P.S.: Auf den nachsten drei Seiten findest dume@bre Aufgaben,
bezlglich derer wir uns einfach in der 8B(G) bedien.. ;-)



EINSTIEG ZUR WIEDERHOLUNG DES KA-
PITELS ,EBENE ANALYTISCHE GEOMETRIE"

SOWIZRALTROSTELSHARAWIPRANIEB

1) Das von Claudia, Kevin, Omar und Sophie
gegriindete dynamische Jungunternehmen
STEP braucht nattirlich auch ein entsprechend
kraftvolles Logo, welches in nebenstehender
Abbildung durch Viertelung der Seiten eines
Dreiecks AABC entsteht. Unabhangig von der
Form des Dreiecks nimmt der gefarbte Teil (wie

Claudia und Omar garantieren/kalkulieren) w
stets mehr als 30% der Dreiecksflache ein.

(Kevin und Sophie freuen sich dann Ubers Farben.©)

a) Rechne dies fiir das konkrete Dreieck
AABC[A(0/0), B(84/0), C(56/28)] nach!

b) Um wie viel mehr als 30% nimmt der ge-
farbte Teil von der Dreiecksflache ein? Mehr
oder weniger als 1% bzw. 1%o0? Begriinde!

N | ¥

. A B
2) Thomas hingegen will seiner eigenen Company KFC (Nein! Nicht Kentucky fried chicken,

sondern ein neues Mobilnetz: Kronberger Friendly Connects!©) ein eher unauffalliges Logo

verpassen, welches aber sofort an connections erinnern soll (sichtbare wie unsichtbare!).

AuBerdem verrat der Anteil des Vierecks an der Dreiecksflache, welchen Bruchteil des

=

harlotte
Gewinns Herr [Kronberger freundlicherweise jeweils(!) mit [Jlaudia zu teilen

o ) . hristoph *
gedenkt, die ihn in seiner Company duBerst tatkraftig unterstiitzen.

Zeige***, dass Thomas somit & des Gewinns bleiben und diskutiert
harlotte

(mit bzw. ohne Claudia), ob dies nun fair ist oder nicht.
% harlotte

h
Erortert, wie es euch mit bzw. ohne C |gudia dabei geht! Da-
bei wurden die Seiten des Dreiecks x ©OO00O
jeweils in 3 gleich lange Teile geteil

thristoph

m aus der/m ,PACK**", dessen jlin-

[§8richten ich 2011/12 die Ehre hatte

* Christoph Kerschbg

geren Bruder & :
*ok |E|rof. @nr jte U@ e(r) @Iasse (im Gegensatz zur bereits bekannten ,PSK"!)

|
*** Wahlt dazu ein Dreieck wie in Aufgabe 1 derart, dass alle vorkom-
menden Koordinaten durch 18 teilbar sind! Mehr Details: Next page!!



Weitere Details, die an konkreten Beispielen tberprift bzw. all-
gemein [A(0]0), B(18p|0), C(18g|18r)] bewiesen werden kénnen:

v’ Die Strecke AB ist sechsmal so lang wie die Strecke DZ.
v'W ist der Mittelpunkt der Strecke PD.
v'D ist der Mittelpunkt der Strecke PS.

\/A, V, D und Mgc(=M
> Finde selbst die en

rs) liegen auf einer Gerade.
tsprechenden Teilverhaltnisse heraus!

v'Die Diagonale VD teilt das Viereck

VWDZ in zwei gleich groBe Teile.
» Finde selbst heraus, ob dies auch fir die andere Diagonale

gilt und ermittle g

f. das entsprechende Teilungsverhaltnis!

SchlieBlich noch ein
digitaler Ausschnitt
aus einer ahnlich ge-
lagerten Thematik
(Erfinde selbst eine
Geschichte dazu,
singe ein Lied und
freue dich Uber die
dadurch zur Geltung
kommenden
Kompetenzen!©=

LWLLLLLILL

.. und hoffentlich bald Geschicht

EIN SPEZIELLES JEDEM DREIECK ZUGEORDNETES SECHSECK MIT DIVERSEN EIGENSCHAFTEN

il

Die Seiten des Drelecks ABC werden in dre: gleich lange Teile geteilt. Durch die Verbindungsstrecken der
Teilungspunkte nut dem jeweils gegeniiberhegenden Eckpunkt entstehen sechs neue Strecken welche ein
Sechseck PQRSTU erzeugen welches durch folgende Eigenschaften besticht:

Der Flacheninhalt des Sechsecks betrigt exakt 10% ﬁ"de Flachemmnhalts des Drelecks, wobel

die Aufteilung folzendermalen erfol

- Die Flacheninhalte der Dreiecke 'I'P PQR und RST (zu den Eckpunkten A B und C
hmblickend™) betragen jeweils —Wde Gesamtdrezecksflacheninhalts

- Der Flachemmnhalt des "Mittendretecks" PRT betrazt 4% f-:‘: ) des Gesamtdreiecksflacheninhalts

Dre Gerade g, verlauft parallel zur Gerade 2,5
Dre Gerade g verliuft parallel zur Gerade g5
Dre Gerade gsu verliuft parallel zur Gerade zac

Wihlt man A(0)0). B(60c|0) und C(602}60b). so erhalt man die Punkte P(12a+24¢c|12b).
Q(15a+30c/15b), R(24a+24c|24b), S(30a+15c/30b), T(242+12c24b) und U(15a+15¢/15b), .

e — ﬁ:tﬁ &:%ﬁ und ﬁ:—}ﬁ erhilt. was auch folgende
Aufteilung zulasst:
-  Dre Flacheninhalte der Dretecke UPQ. QRS und STU (zu den Serten AB. BC und AC
hmblickend™) betragen jeweils 1.25% (% ) des Gesamtdrerecksflachemmnhalts

- Der Flachenmnhalt des "Mirtendreiecks™ UQS betragt 6.25% ( 1_16;' des Gesamedresecksflachenimhalrs.
Dre Hauptdiag, nalex:L'R_Ps\mdQThgen auf den Schwerhmen des Drelecks ABC und
schneiden einander T somat m Schwerpunkt des Drelecks ABC.

Dabe: halbiert U bzw. Q bzw. S die Sc l:mmluu. durch A bzw. B bzw. C
- Dabes teilt R bzw. P bzw. T die Schwerlime durch A bzw. B

bzw. C von A bzw. B bzw. C ausgehend mm Verhaltmis 4:1
-  Dre Hauptdiagonalen teilen emander im gemeinsamen Schrmittpunkt G mm Verhiltms 4:5,

wobel G den Eckpunkten P, R und T (die also den Dreleckseiten "zugewandt” sind) niher hegt.

el!

Wien, im Dezember 2006. Dr. Robert Resel, e h




zu 1):

!

1
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30
28
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10

b =

Losung:

+ +
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+ +
+ +
+ +
+ +
+ +
4

+ +

17/56, also um 1/280 mehr als 30%, das ist mehr als 1%o0 und weniger als 1%
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